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INTRODUCCION

El propdsito de este texto es miltiple: i) Organizar y actualizar un material de trabajo que
permita a docentes y estudiantes una aproximacidén ajustada a los requerimientos del
Departamento de Fisica de la Universidad Nacional de Colombia, sede Manizales, en lo
concerniente a la interpretacion de los fendmenos vibracionales, ondulatorios y épticos. ii)
Incentivar alternativas de discusién en clase, en donde los argumentos propios de la fisica
asociada a los eventos prevalezcan sobre el analisis matematico, sin abandonar éste tltimo. iii)
Unificar criterios de trabajo en el drea de las Ciencias Naturales y su papel como area
fundamental en el proceso de formacién en la Facultad de Ingenieria en la Universidad
Nacional de Colombia, sede Manizales.

Este material con sus actualizaciones y/o correcciones puede ser descargado gratuitamente en
el repositorio digital: www.bdigital.unal.edu.co/9125, el cual a su vez esta protegido bajo los
términos de Creative Commons http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/2.5/

Email de Contacto: hvivasc@unal.edu.co


http://www.bdigital.unal.edu.co/9125
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/2.5/
mailto:hvivasc@unal.edu.co
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1. OSCILACIONES

1.1. Cinematica del Movimiento Armdnico Simple (M.A.S.)

Los fendmenos periddicos son facilmente reconocibles en la cotidianidad. Estos pueden
identificarse indirectamente como el nimero de eventos que ocurren en un cierto intervalo de
tiempo. La cantidad de horas que dedicamos regularmente a trabajar o a estudiar en el dia, la
cantidad de veces que asistimos a un servicio religioso por mes, el nimero de facturas por
cancelar que se reciben cada dos semanas, o el niimero de consultas democraticas en un pais
en un cuatrienio, etc., constituyen ejemplos comunes de eventos peridédicos. Aunque éstos no
necesariamente se representan a través de nimeros exactos, si reflejan el caracter repetitivo
inherente a los asuntos rutinarios asociados a la convivencia en sociedad, para los casos
citados. La Naturaleza también exhibe eventos periddicos. El nimero de horas promedio de
luz solar en un dia de verano, la cantidad de ciclos de rotacion de la Tierra alrededor de Sol
cierto intervalo (alrededor de 365,6 dias de 24 horas), e incluso pueden citarse ejemplos
asociados a la dinamica de los seres vivos y su reproduccién. En términos Fisicos, los
fenémenos periodicos se describen inicialmente a través de las funciones cinemadticas de
posicion, velocidad y aceleracién de un cuerpo con respecto a un punto de referencia y un
sistema de coordenadas. En esta seccion se presentard una breve discusion de las funciones
cinematicas mas comunes, y sus conexiones matematicas.

El movimiento de una particula que se mueve en una dimension se considera periédico
si su posicion en funcion del tiempo se describe a través de la relacion:

x(t) = Acos(wt + @),

en donde A se conoce como amplitud (en unidades de longitud), ® es la frecuencia angular
(constante, en unidades de radianes por inverso de tiempo), t corresponde al tiempo y ¢ a la
fase (radianes), el cual definiremos mas adelante. La particula esta restringida a moverse entre
las posiciones -A y +A en un intervalo de tiempo At = m/w. La velocidad instantanea esta
definida como:

v(t) = d);(tt) = —Aw sin(wt + @),
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en unidades de Longitud/Tiempo. El valor maximo de la velocidad instantanea de la particula
es Aw. La aceleracion instantanea se define como el cambio temporal de la velocidad, y se
calcula como:

dv(t) d%x(t)

_ )2
a(t) = T T R w x(t),

en unidades de Longitud/Tiempo2 La relacidn escalar entre la velocidad y la posicion,
eliminando la variable tiempo ¢, toma la forma:

v =twA?% — x2

De esta ecuacidn se puede deducir que la velocidad alcanza su maximo valor cuando la posicién
del cuerpo coincide con el origen en x=0, y la velocidad es cero en las posiciones Ay -A. Los
resultados anteriores pueden resumirse en la siguiente tabla:

X \ % a
-A 0 Aw?
0 +Aw 0
A 0 —Aw?

Funciones cinemdticas para la posicién x(t) (linea azul), velocidad v(t) (linea roja) y aceleracién a(t) (linea
dorada), con w=2, A =1y fase inicial ¢=0.

La figura anterior ilustra las funciones cinematicas definidas por las ecuaciones:

x(t) = cos(2t), v(t) = —2sin(2t), a(t) = —4cos(2t).
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Los valores maximos de la posicidn, la velocidad instantanea y la aceleracion son 1, 2 y 4
respectivamente, en las unidades correspondientes.

v =twyA% — x2

a=tw?JA%2 —v2/w?

RELACIONES CINEMATICAS DEL M.A.S.

1.2 Dindamica del Movimiento Arménico Simple (M.A.S.)

La dindmica de un cuerpo se describe a través del concepto de “Fuerza”. En el caso del
M.A.S. Si asociamos al cuerpo un valor de masam (en kg), entonces la fuerza total (en
Newtons) que éste experimenta es: F = ma = —mw?x, (x en metros) con un valor maximo
igual a mw?A. Obsérvese que la fuerza es proporcional al desplazamiento del objeto y el signo
negativo corresponde a su direcciéon en sentido contrario del desplazamiento. Este tipo de
fuerza se denomina fuerza de restitucion, y la relaciéon lineal usualmente se conoce como Ley de
Hooke. La constante de restitucién esta definida por k = mw?, y ésta tiene unidades de N/m,
en el sistema S.I. El sistema masa resorte es probablemente el sistema fisico mas estudiado en
el contexto de la dindmica del M.A.S., y abordaremos el problema a través de un ejemplo
simple. Considere el siguiente sistema fisico: Un resorte unido al techo a través de un acople
rigido sin fricciéon en un extremo y un cuerpo de masa M en el otro.

‘ | . . (A) Resorte en su longitud original. (B) Masa
acoplada en equilibrio. (C) Con su masa
acoplada fuera del equilibrio. Imagen tomada
de:
http://www.unalmed.edu.co/~infisica/paginas/cu

- rsos/paginas cursos/recursos web/lecciones fisica
- universitaria/leccion oscilaciones/concepto/inde
x11.htm

Las fuerzas que actiian en equilibrio sobre el bloque de masa M son: La fuerza de restitucién de
Hooke, (vertical hacia arriba), y su peso (vertical hacia abajo). Si la constante elastica del
resorte es K, entonces la posicion de equilibrio esta dada por:



http://www.unalmed.edu.co/~infisica/paginas/cursos/paginas_cursos/recursos_web/lecciones_fisica_universitaria/leccion_oscilaciones/concepto/index11.htm
http://www.unalmed.edu.co/~infisica/paginas/cursos/paginas_cursos/recursos_web/lecciones_fisica_universitaria/leccion_oscilaciones/concepto/index11.htm
http://www.unalmed.edu.co/~infisica/paginas/cursos/paginas_cursos/recursos_web/lecciones_fisica_universitaria/leccion_oscilaciones/concepto/index11.htm
http://www.unalmed.edu.co/~infisica/paginas/cursos/paginas_cursos/recursos_web/lecciones_fisica_universitaria/leccion_oscilaciones/concepto/index11.htm
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en donde g corresponde al valor de la aceleraciéon gravitacional. En la situacion (C) el bloque se
encuentra por fuera de su posicion de equilibrio a una distancia y, y su dindmica es descrita
por la expresién:

+K(6 +y)— Mg = —Ma,

en donde el movimiento resultante se ejecuta hacia abajo (en ese instante de tiempo) y la
accion del resorte consiste en generar una fuerza vertical positiva de magnitud K(§ + y).
Resolviendo para y, obtenemos una ecuacién diferencial de segundo orden para la posicion del
cuerpo en funcién de su distancia con respecto a su posicion de equilibrio:

d2
—SHay=0  o=K/M,

La solucidn de esta ecuacion es: y = y, cos(wt), en donde y, corresponde a la posicion inicial
del resorte (medida desde el punto de equilibrio) en el instante t = 0, antes de ser liberado.
Claramente, el bloque estd sometido a un movimiento periédico con frecuencia w y amplitud
Yo- La solucién general asociada a la dindmica del M.A.S puede extenderse a otros sistemas
fisicos de cardcter mecanico y/o electromagnético. Algunos ejemplos son ilustrados en la
siguiente tabla:

Frecuencia de

Sistema Ecuacion de Movimiento Oscilacion
Péndulo Simple
Q@ l dze 0
I -
dt? 9 g
w= |=

g — Aceleracion gravitacional.
l — Longitud del hilo.

m-u !

Péndulo de Torsion

d?¢
i by IW = —KQ
] ¢ —Angulo de deformacién del hilo. K
o I — Momento de Inercia del disco w= N
acoplado.
I | k —Coeficiente de torsion del hilo.

A



http://www.google.com.co/imgres?q=pendulo+simple&hl=es&safe=active&sa=X&biw=750&bih=690&tbm=isch&prmd=ivnsb&tbnid=qb8swZJPgVGXYM:&imgrefurl=http://neetescuela.com/pendulo-simple/&docid=JMp1FvaLldYzgM&w=309&h=422&ei=HgZETsDeKoHj0QGGyrDNCQ&zoom=1
http://www.google.com.co/imgres?q=pendulo+simple&hl=es&safe=active&sa=X&biw=750&bih=690&tbm=isch&prmd=ivnsb&tbnid=qb8swZJPgVGXYM:&imgrefurl=http://neetescuela.com/pendulo-simple/&docid=JMp1FvaLldYzgM&w=309&h=422&ei=HgZETsDeKoHj0QGGyrDNCQ&zoom=1
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Circuito LC
d?Q
— bz =¢v
G L . 1
Q —Cantidad de carga acumulada en el w= |—
— condensador. (Coulomb, C). Le

L — Inductancia de la bobina (Henrios,
H)
C — Capacitancia (Faradios, F).

Péndulo Fisico 2

1 Froi —mglé

6 — Angulo de desplazamiento con
respecto a la posicion de equilibrio.
I — Momento de Inercia del cuerpo w = m_gl
con respecto al eje de giro. !
g — Aceleracioén gravitacional.
m — Masa del cuerpo.
| — Distancia eje-CM.

Tubo en forma de U, seccion

transversal uniforme. d?y

mﬁ = —2pgSy

y — Desplazamiento del nivel del
P g ’Zp gS
liquido con respecto a la posicion de w= |—
equilibrio. m
p — Densidad del liquido.
g — Aceleracion gravitacional.
m — Masa del liquido.
S — Seccion transversal del tubo.

1.3 Consideraciones energéticas generales para un movimiento periddico
unidimensional

La energia (E) de una particula de masa M se determina a partir de los valores iniciales de la
posicion x(0) y la velocidad x(0) = v(0). El movimiento subsecuente esta definido
clasicamente a partir del principio de conservacion:

E =K.+ U(x),

1

en donde K, = EMUZ corresponde a la energia cinética de la particula y U es la energia

potencial. La velocidad de la particula en cualquier posicion x es:


http://www.google.com.co/imgres?q=pendulo+f%C3%ADsico&hl=es&safe=active&sa=X&biw=808&bih=711&tbm=isch&tbnid=fgl3-uRP3h0yoM:&imgrefurl=http://www.foros-fiuba.com.ar/viewtopic.php?t=9809&postdays=0&postorder=asc&start=75&docid=G1SD0zVroGIMjM&w=221&h=228&ei=3fdCTpvUE8Xg0QHaw-XNCQ&zoom=1
http://www.google.com.co/imgres?q=pendulo+f%C3%ADsico&hl=es&safe=active&sa=X&biw=808&bih=711&tbm=isch&tbnid=fgl3-uRP3h0yoM:&imgrefurl=http://www.foros-fiuba.com.ar/viewtopic.php?t=9809&postdays=0&postorder=asc&start=75&docid=G1SD0zVroGIMjM&w=221&h=228&ei=3fdCTpvUE8Xg0QHaw-XNCQ&zoom=1
http://www.google.com.co/imgres?q=pendulo+f%C3%ADsico&hl=es&safe=active&sa=X&biw=808&bih=711&tbm=isch&tbnid=fgl3-uRP3h0yoM:&imgrefurl=http://www.foros-fiuba.com.ar/viewtopic.php?t=9809&postdays=0&postorder=asc&start=75&docid=G1SD0zVroGIMjM&w=221&h=228&ei=3fdCTpvUE8Xg0QHaw-XNCQ&zoom=1
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dx

2
V=T M(E—U(x)), U

en una region en donde la energia total es mayor o
igual a la energia potencial. Para este caso, los

puntos de retorno x; estdn  definidos 5
matematicamente por: U(x;) = E.Sin pérdida de | .
generalidad, es posible analizar el caso en el cual la 0 ’

>
ov]
(]
(@ Errt
m
T
Q

energia total es cero (E = 0). La grafica ilustra dos
regiones permitidas identificadas con los valores
limite entre A-C, y E-G, mientras que en la regién
CDE el movimiento no es clasicamente permitido.
En la regién A-C se identifica un valor minimo de
energia potencial B, el cual corresponde a un valor en equilibrio de la particula en donde la
fuerza neta sobre la misma es cero. A este punto se le denomina “ppunto de equilibrio estable”.
El tiempo que tarda una particula en recorrer desde A hasta C, liberada en inicialmente en A, se
obtiene desde la expresion:

¢ dx
tasc =

B Cue)

es decir, una vez la funcién de energia potencial es conocida, es posible estimar el tiempo de
recorrido entre dos posiciones de retorno. Dado que B corresponde a un minimo de energia
potencial, cualquier desplazamiento alrededor de este minimo producira una fuerza que tiende
a llevar la particula de nuevo a este punto de equilibrio. Se configura de esta manera un
movimiento oscilatorio con un periodo de oscilacién T = 2t,_,. En el caso general,con E # 0y
E > U, el tiempo de recorrido entre los puntos de retorno es:

thoc = | e
" mE=-ue)

[lustremos el caso en el cual la energia total del sistema esta definida por E = %Ma)ZA2 y la

] . 1 .
energia potencial es U(x) = Eszxz. Los puntos de retorno estan dados por: x = tA.
Reemplazando en la integral anterior, demostramos que el tiempo que necesario que tomara

una particula en viajar entre dos puntos de retorno es la mitad del periodo de oscilacién e
independiente de la masa:

4 dx 1 (4  dx
toaa= | =l =
N /M E-U)

T[_T
w 2
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EJEMPLOS: OSCILACIONES ARMONICAS

1.1 Funcién cinemdtica I. Una particula esta situada en el extremo de un vibrador que pasa
por su posicion de equilibrio con una velocidad de 2 mm/s. La amplitud es de 1 mm. Cual es la
frecuencia y el periodo de vibracidon?. Escribir la ecuacién que exprese su desplazamiento en
funcién del tiempo.

R. La frecuencia de oscilaciéon se obtiene desde los datos: v, = WA. W = v";# = 2rad/s, o
0.318 Hz. El desplazamiento puede expresarse como x(t) = 0.001 cos(2t) m.

1.2 Funcidn cinemdtica II. La punta de una aguja de una maquina de coser se mueve con
M.A.S. a lo largo del eje X con una frecuencia de 2.0 Hz. En ¢=0, sus componentes de posicién y
velocidad son 1.1 cm y 8.5 cm/s. a) Calcule la componente de aceleracién de la aguja en t=0. b)
Escriba las expresiones para las componentes de la posicidn, velocidad y aceleracién de la
punta en funcién de t.

R. (a) En cualquier instante de tiempo, se cumple que para un M.ASa = —w?x.Siw = 4w r/s,
(12.56 r/s), la aceleracién en t=0 es: a = —w?x = —(12.56)%(1.1 x 1072) = 1.73 sz (b) La fase

inicial se obtiene de la formula [considerando x(t) = A cos(wt + ¢)]
tangp = ———=— ¢ = —31.60°.

La amplitud por consiguiente es: A = x(0)/ cos ¢ = 1.29 cm. La posicion en funcion del tiempo
es x(t) = 0.0129 cos(12.56t — 31.6°), mientras que su velocidad instantanea es v(t) =
—0.162 sin(12.56t — 31.6°), y su aceleracion a(t) = —2.04 cos(12.56t — 31.6°).

1.3  Funcidén cinemdtica Ill. Completar la siguiente tabla, con w = 1 /s,y A=1 m.

x(m) v (m/s) a(m/s’)
Z
0
Z
R
x(m) v (m/s) a(m/s’)
oz +v3/2 &
+1 0 F1
% +V15/4 Y

10
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1.4 Movimiento circular y M.A.S. Un punto
se mueve en un circulo con velocidad
constante de 50 cm/s. El periodo de un viaje ¥
completo alrededor del circuloes 6 s. En t =0 A\ P
la linea al punto desde el centro del circulo R :
tiende un angulo de 30° con respecto al eje X. I
(a) Obtener una ecuacion de la coordenada x ._,!
del punto como funcién del tiempo, en la Rcosa
forma x(t) = Acos(wt + @), proporcionando
valores de A, w y a. (b) Hallar los valores de
x,vyaent=2segundos.

v _vT _

R. (a) El radio del circulo esR =—=
w 2m

2 m; x(t) = (i) cos (gt + %) (b) En el instante  t=2s,x(2) = —3v3/(4m) m,v(2) = 1/4

21 21

m/s, a(2) = v/3m/12 m/sz mientras que la aceleracién instantanea es a(t) = — % cos G t+ %)

1.5 Un hilo sin deformar de longitud [, se extiende una distancia 10~3/, cuando cierta masa
se cuelga de su extremo inferior. Si el mismo alambre se conecta entre dos puntos Ay B, que
estan separados una distancia [ en el mismo nivel horizontal, y si la misma masa se cuelga en
el punto medio del alambre, como se ilustra en la figura, cudl es la distancia y del punto medio y
cudl es la tensién en el alambre?

lo

R. Es posible estimar la constante elastica del hilo desde la informacioén inicial:

M
K=—39_
10731,

La masa del cuerpo es desconocida, sin embargo, el resultado final sera descrito en términos de
la longitud original /;. El cambio en la energia potencial del cuerpo es:

AU = Mgy,

que debe ser igual al trabajo realizado por la tensién del hilo al deformarse una distancia dl:

y y y
w =f T-dl= f TydY =f 2KAcosO8dY
0 0 0
La deformacion del hilo a una distancia Y desde su posicién original AB es:

l 2
A=2 Y2+(E°) — Iy,

mientras que el coseno del angulo puede estimarse como:

11
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Y

A 2
24 (20
ve+(3)
La integral resultante es:

Y |/ Y \l 2 2 2
sz ZKKZY—ZO—)dY=2Ky + Kly" — Kly |4y? + 1,".
0 >2

cosf =

Reemplazando K:

M
W=2x 103l—gy2 +1000Mgl, — 103Mg /4y2 + 1>
0

Al igualar el trabajo mecanico realizado por la tensién con el cambio en la energia potencial

del cuerpo, tendremos:
y2
y=2x 1031— +1031, — 103 /4y2 + 1%
0

cuya solucién para la distancia vertical es:
y = 0.0797031,,

alrededor del 8% de la longitud original del cable. La tensién del alambre en esta posicion de
equilibrio estatico se aproxima a:

M M lo) M
g _Mg |, ( 0) g % 0.50631l, = 3.17Mg.

T = = —_ e . ———
2cosf 2y 2 2x0.07971,

Nétese que en el calculo de la distancia y se ha realizado de forma exacta, sin tener en cuenta
los limites usuales de deformaciones pequeias, aunque hemos considerado que la tension del
hilo responde “linealmente” segin la ley de Hooke. El angulo subtendido del hilo con respecto a
la vertical para este caso es alrededor de 80.94°.

1.6 Un punto se mueve de modo que su desplazamiento a partir del origen en cualquier
instante esté dado por: x(t) = (3cm) sin(2mft) + (4cm) cos(2rft). Cuadl es la amplitud de
movimiento del cuerpo?.
R. La ecuacién anterior puede escribirse también como (utilizando identidades
trigonométricas):

x(t) = (5cm) sin(2rft + 53.13°).

La amplitud de movimiento resultante es 5 cm.

12
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1.7 Un objeto de 1 g de masa cuelga de un resorte y exhibe movimiento oscilatorio. En t=0
el desplazamiento es 43.785 cm y la aceleracién es -1.7514 cm/s2. Cudl es la constante del
resorte?.

R. En cualquier instante de tiempo este sistema obedece la relacién a = —w?x. La frecuencia de

vibracién del objeto es: w = 1/5 (r/s). La constate elasticaes K = Mw? = 4 x 107° %

1.8 La escala de una balanza de resorte sefiala de 0 a 10 kg y tiene 25 cm de longitud. Un
cuerpo suspendido de ella tiene un periodo de vibracién de 0.8 s. Cual es la masa del cuerpo?.

R. El periodo de oscilacién de un sistema masa resorte es:
T =2n,/M/K. En equilibrio, Mg = K§ en donde § es la
deformacién del resorte, la cual se puede calcular como:

gr?
0= m =15.6 cm.

Cuando la deformaciéon es méaxima, K = W'/d en donde
W' =10%x9.8 (N)yd=25 cm. En este caso K = 392 (N/m). La
masa es por consiguiente:

ITZ

1.9 Un cuerpo ejecuta un M.A.S. Cuando el desplazamiento es de 6 cm, la velocidad es de 16
cm/s; cuando el desplazamiento es de 8 cm, la velocidad es de 12 cm/s. Hallese la amplitud y el
periodo de movimiento.

R. Utilizamos v? = w?(4%2 — x%) y v2 = w?(A? — x3). Al restar estas dos expresiones,
eliminamos el factor A y obtenemos la frecuencia de oscilacidn:

vi —vf = w?(xf — x5);

v: —v? 122 — 162 r
w = = =2 -
x% —x32 62 — 82 s

El periodo esms. La amplitud se calcula reemplazando en cualquiera de las expresiones
anteriores:

A= \]xf + (%)2 = \]x% + (%)2 =10 cm.

1.10 Un oscilador arménico Masa-Resorte con K=23 N/m y M=0.47 kg tiene una energia
mecanica de 25 m]. (a) Cudl es la amplitud de movimiento? (b) Cual es la maxima velocidad del
bloque? (c) Cual es la velocidad del bloque cuando x = 11 mm? (d) Cual es la distancia del
bloque al centro cuando la magnitud de su velocidad es de 0.25 m/s?.

13
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R. () E =5KA% A= \/Z;E = 0.047 m (47 mm). (b) Vyqx = WA = \/%A = 0332,

(v =1wVA%2 —x% = i0.319?. (d)x=+ /AZ - :)—22 = 40.030 m.

1.11 Una plataforma esta ejecutando movimiento armonico simple en direccién vertical con
una amplitud de 5 cm y una frecuencia de 10/m vibraciones por segundo. Un bloque es
colocado sobre la plataforma en el punto mas bajo de su trayectoria. (a) En qué punto
abandonara el bloque la plataforma? (b) Que tan alto se elevara el bloque por encima desde el
punto mas alto de la trayectoria?.

R. (@) el cuerpo tiende a abandonar la plataforma cuando la aceleraciéon gravitacional es igual a
la aceleracién del sistema: g = (2mf)%y, en donde y es la distancia desde el punto de
equilibrio. Con los datos suministrados, y = 2.45 cm. (b) la velocidad en el punto en que el
bloque abandona la plataforma es:

v = 2nf\/A? —y2 = 0.872 m/s.

La altura que alcanza el cuerpo desde este mismo punto:

172
h=—=0.039m.
2g

Desde el punto mas alto de la trayectoria de la plataforma, el cuerpo alcanzara una altura de
1.35 cm.

1.12  Péndulo Simple. El péndulo de un reloj tiene un periodo de T=2 segundos cuando g = 9.8
m/s2. Si su longitud se aumenta en 1 mm. ;Cuanto se habra atrasado el reloj después de 24
horas?

gT?

R. Si el periodo del péndulo es T=2 segundos, su longitud es: L = i 0.9929 metros, o

992.95 mm. Si su longitud aumenta en un milimetro, L.'=993.95 mm, su nuevo periodo es
2.0010 segundos. En 24 horas el péndulo original habra realizado unas 43,200 oscilaciones,
mientras que el péndulo con longitud mayor ejecutard unas 43,178 en el mismo lapso de
tiempo. La diferencia del nimero de oscilaciones es aproximadamente 21.6, y si cada oscilacion
corresponde a 2.0010 segundos, el reloj se atrasara 43.2 segundos por dia.

1.13 Péndulo Simple. Deducir una férmula para la velocidad maxima v, de la pesa de un
péndulo en términos de g, su longitud L y el angulo maximo de oscilacion 6.

R. La rapidez lineal maxima de una pesa es:
170 = (ULeo,

en donde L6, es la amplitud de oscilacion (8, calculado en radianes). Reemplazando:
g —
UO = ZLHO = gLHO

14
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1.14 Dilatacién. Suponiendo que la longitud de un péndulo simple aumenta un 2% por efecto
de dilatacion térmica, calculese el porcentaje en el que se modifica su periodo. Si el periodo de
un péndulo tipico de reloj de 1 m de longitud es aproximadamente 2 segundos y si éste se
dilata en un 2%, en cuanto tiempo se habra atrasado el reloj en un lapso de cuatro horas?

R. Evidentemente, la nueva longitud del péndulo es 1.02L, y el periodo se modificaria en

T" =+1.02T = 1.009955T,

es decir ~0.9955% de su periodo original. Al péndulo le toma 0.01999 segundos adicionales en
completar su recorrido. En cuatro horas existiran unos 7200 ciclos para un péndulo tipico de 1
m de longitud, mientras que para el péndulo afectado por los efectos térmicos existira una
diferencia de unos 143.9 segundos (~2.4 minutos).

1.15 Un péndulo en la Luna. En la Tierra, cierto péndulo simple tiene un periodo de 1.60 s.
Qué periodo tendr4 en la luna, en donde g = 1.60 m/s??.

R. De la formula de péndulo simple, comparamos los dos periodos para un péndulo con

longitud constante:
Truna _ |9Tierra
Trierra IrLuna

) m
Reemplazando los valores numéricos, con grijerrq = 9.8 =" Tiuna = 3.95s.

1.16 Un péndulo simple de 0.55 m de longitud se mueve 7° hacia un lado y se libera. Cuanto
tarda la pesa del péndulo en alcanzar su rapidez maxima?.

R. La ecuacién para la posicién angular del péndulo en funcién del tiempo puede escribirse
como:

0(t) = 6y cos(wt),

conw = 21 /T. La pesa del péndulo alcanzara su rapidez maxima cuando ésta pase por su
posicion de equilibrio: 8(t*) = 0. En este caso: cos(wt*) = 0,y el tiempo mas corto en el cual
esto sucede es:

t" = " —T—037
—20)—4— . S.

Noétese que este resultado NO depende de la amplitud inicial del péndulo.

1.17 Un péndulo cuya longitud es de 2 m esta situado en un lugar en donde g=9.8 m/s2. El
péndulo oscila con una amplitud de 2°. Expresar, en funcién del tiempo: (a) Su desplazamiento
angular, (b) su velocidad angular, (c) su aceleracion angular, (d) su velocidad lineal, (e) su
aceleracion centripeta y (f) La tension en la cuerda si la masa en su extremo es 1 kg.

15
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T(t)

R. (a) la frecuencia angular de movimiento es 9800;’ N ! |
w=,g/l= 2.21£,y su desplazamiento angular 9-7995' /\ / \‘ /\ 'f
se describe como: 6(t) = 0,cos(wt). (b) 9798; [ | / \ \
—wlysin(wt) , () a(t)=-w?6() , (d) 9797 / \ / \ /
v(t) = —lwby sin(wt), (e) ac(t) =v()?/l, () 9.796 \ { / /
T(t) = Mg cos(H(t)) = Mg cos(6, cos(wt)). 9_7957 \/ \/ \/

1 2 3 4 5 6 g

La grafica adjunta ilustra la variacion de la tension (N) en funcion del tiempo (s) para los datos
suministrados en el problema. Se observa una variacién armdénica con un cambio aproximado
maximo de 0.005 N.

1.18 Colisién Ineldstica y M.A.S. Una bala de 0.0125 kg golpea un bloque de 0.300 kg acoplado a
un resorte horizontal fijo cuya constante elastica es 2.25 x 103 N/m y produce una vibracién
con una amplitud de 12.4 cm. Cual era la velocidad de la bala si los dos objetos se mueven
juntos después del impacto?

R. Considerando que no existe fricciéon entre la superficie de la mesa y el bloque, tendremos
que la energia total del sistema, después de la colision es:

1
Etorar = 5 KA? = 17.3].

Esta energia debe ser igual a la energia cinética maxima del sistema bloque-masa. En esta
ultima relacién se puede calcular la velocidad maxima de oscilacion:

1 2
E(M + m)V = Etotal,

en donde VV = 10.52 m/s. La velocidad de la bala v, justo antes de impactar el bloque se obtiene
desde el principio de conservaciéon del momentum:

mv =M+ m)V,

o en forma equivalente:

1.19  Sistemas equivalentes masa-resorte. Calcular la frecuencia de oscilaciéon para las
diferentes configuraciones de sistema masa-

resorte. (777777 7777 777777
R. La frecuencia de oscilacidn se puede calcular % K, " . J
reduciendo las situaciones (a) y (b) a un caso r = ==

-
genérico (c), con una constante efectiva Ke: %kv T
r
w = ,/Kqq/M. Para el caso (a), la constante de
restitucion equivalente del sistema es:

m ] m m ’

(2) (b) (<)

16
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1 _ 1 4 1
Keq Kl KZ’

dado que la fuerza neta aplicada es la misma en todos los puntos sobre los resortes acoplados
en serie, mientras que en el caso (b) la fuerza neta es la suma de las fuerzas individuales y la
constante efectiva es:

Keq = K1 + Kz.

Si las constantes son idénticas, se demuestra que la frecuencia de oscilacién en el caso (b) es
mayor que en el caso (a) en un factor de 2.

1.20 Un cuerpo de masa M se ubica
cuidadosamente sobre una plataforma M
acoplada a un resorte de constante elastica K, -
inicialmente en equilibrio a una altura h desde

cierto nivel de referencia. Una vez sobre la -
plataforma, el cuerpo empieza a comprimir h 'K S
lentamente el resorte hasta alcanzar un nuevo J y ‘ K
punto de equilibrio. Obtener (a) la nueva «__3 ___ S __¥€___

posicion de equilibrio del sistema cuerpo-
plataforma y. (b) la energia potencial elastica
adquirida por el resorte cuando el cuerpo
llega alcanza la posicién y.

R. El principio de conservacién de la energia conduce a: Mgh = Mgy + %K(h — y)2. La solucién
2Mg
T.

para la nueva posicién de equilibrio es: y =h— (b) La energia potencial elastica

adquirida por el resorte es:

2Mg)2 _ 2(Mg)?

v=1km 2—11((
=z Kh=y"=3K (% K

1.21 Una particula se desliza hacia adelante

y hacia atras entre dos planos inclinados y sin

friccion. (a) Encontrar el periodo del

movimiento si h es la altura inicial. (b) Es el

movimiento oscilatorio? (b) Es armonico \h a
simple?

R. El movimiento es uniformemente acelerado, con aceleracién a = gsin a. El tiempo que le
toma a la particula en recorrer la posiciéon mas alta del plano y su base es: t = ,/2l/a, en donde

[ es la longitud de la diagonal del plano [ = h/ sin a. El tiempo que tarda en llegar a la posicion
de mayor altura en el segundo plano es el doble de t: t’=2t

17
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mientras que el periodo de movimiento es el doble de este tltimo valor: T =2t". (b) Si. (c) No es
M.A.S. La fuerza de restitucion NO es proporcional al desplazamiento de la particula.

1.22  Aplicacién de la segunda ley de Newton. Una particula de masa M estd sometida a una
fuerza tipo onda cuadrada. La fuerza es constante en magnitud pero invierte su direcciéon en
intervalos regulares de m/w. Esta fuerza puede representarse por la serie:

N
B 4\ 1 1 1 . B 4 sin[(2j + 1) wt]
F(t) = F, (;) (sm(wt) + §sm(3wt) + gsm(Swt) + - +> =F (E)Z 2+ D)
F/"'o
1.0 A
0.5
wt
2 4 12
-0.5
-1.0¢ f !

Grdfica de la funcién Onda cuadrada, construida desde los arménicos impares de Fourier, para N=
1(linea azul), N=10 (linea roja) y N=100 (linea dorada).

(a) Escribir la ecuacién del movimiento de la particula.

(b) Verificar, por sustitucion directa que su solucién puede escribirse como
x(t) = a + bt + Asin(wt) + Bsin(3wt) + Csin(5wt) + -+ en donde a y b son constantes
arbitrarias, y determinar los valores de los coeficientes A4, B, C de modo que la ecuacién de
movimiento se satisfaga.
R. (a) La ecuaciéon de movimiento es:

d*x(t) _ F(t)
atz = M’

(b) Al derivar dos veces la funcion de prueba asociada a la posicion del objeto, se obtiene:

dzx 2 : 2 : 2 :
Froiaia Asin(wt) — 9w*B sin(Bwt) — 25w*C sin(5wt) + -+

o F() . .y .
Esta forma es idéntica a % si solo si las constantes 4, By C cumplen:

4Fy, 4R, AF,
TMw?’

=92 . =——2"2
27nMw?’ 1257Mw?

1.23  Péndulo Fisico. Una barra delgada tiene una masa M y una longitud L = 1.6 m. Uno de los
extremos de la barra se sujeta en un pivote fijo y ésta oscila alrededor del pivote con
oscilaciones pequefias. (a) Encuentre la frecuencia de estas oscilaciones. (b) Si se agrega una
particula de masa M al extremo final de la varilla, ;en qué factor cambiara el periodo?

R. Hallamos el momento de inercia de la barra:

18
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1—1ML2+ML2—ML2
12 4 3

MgD 39
- /—: /—:3.031 -1,
@ I 2L S

b) Periodo T, con un momento de inercia que cambia debido a la masa M agregada.

a) Frecuencia.

2

L 2 _ 402
I=M3 + ML* = -ML".
El periodo de oscilaciéon del sistema es:

3
T=om | = on |28 5304
— T I Mgp = " [18g T 7770

El periodo del péndulo, con la masa agregada en el extremo, cambia en un factor de 2/+/3
(1.1547).

1.24 Movimiento Armdnico Simple I. Una particula cuya masa es de 1 g vibra con movimiento
armonico simple de 2 mm de amplitud. Su aceleracién en el extremo de su recorrido es de
8 X 1073 m/s?. Calcular la frecuencia del movimiento y la velocidad de la particula cuando
pasa por la posicion de equilibrio y cuando la elongacién es de 1.2 mm. Escribir la ecuacién que
expresa la fuerza que acttia sobre la particula en funcién de la posicion y del tiempo.

R. La frecuencia de movimiento es constante (positiva) y se obtiene desde la relacién:

|amax| = sz; w = '\' |a72ax| =2 F/S.

La velocidad de la particula es maxima cuando ésta pasa por su posicion de equilibrio:
[Vmax] = WA = 4 mm/s, mientras que cuando la elongacion del resorte es 1.2 mm,

v=wVA? —x?2 =2 x%x,/(2)? — (1.2)? = 3.2 mm/s. La fuerza que experimenta la particula en
funcién del tiempo es (con fase inicial cero):

F(t) = ma(t) = —0.001 x (0.008) cos(2t) (N)

F(t) = —8co0s(2000t) (uN).

En funcidén de la posicion:

F(x) = —mw?x = —0.001 X (2)%x = —0.004x (N); x en metros.

1.25 Movimiento Armdnico Simple 1. Un cuerpo de masa 10 gramos ejecuta Movimiento
Armoénico Simple de amplitud 24 centimetros y periodo de 4 segundos. La posicién del cuerpo
at=0esx=+24 cm. Calcular: (a) La posicién del cuerpo en el instante t=0.5 s. (b) La magnitud
y direccion de la fuerza que actia sobre el cuerpo cuando t=0.5 s. c) El tiempo minimo
necesario que toma el cuerpo en alcanzar la posicion x=-12cm.

R.

(a) La posicion del cuerpo esta dada por la formula (segun la condicién inicial):

x(t) = Acos(wt) = 0.24 cos(0.57t). La posicion del cuerpo en 0.5 segundos es: 0.1697 m
(16.97 cm).

(b) En ese instante de tiempo (t=0.5s), la aceleracién del cuerpo es a = —w?x =
—(2m/T)?x = —0.418 m/s?. La magnitud de la fuerza que actia sobre el cuerpo es
F = ma = 4.18 X 1073N y la direccién de la fuerza resultante es en el sentido negativo de las X.
() El tiempo (minimo) necesario para alcanzar la posicion x=-12 cm resulta de la soluciéon

de la ecuacion:
x(t) = —0.12 = 0.24 cos(0.57t).
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012\ 27
0.57t = cos~? (——) ==
Tt = cos 024) 3

De esta ultima expresion, t = 4/3 s (1.33 segundos). Este tiempo es minimo ya que su valor es
menor que el valor de un periodo de oscilacion, i.e., el cuerpo alcanza la posiciéon x=-12 cm en
1.33 segundos inmediatamente después de ser liberado.

1.26 Péndulo cénico. La figura adjunta muestra un
péndulo coénico en el que la plomada, al oscilar, describe
una circunferencia horizontal en el plano XY. Obtener una
expresion para la frecuencia de movimiento.

R. El radio de giro del péndulo en el plano es, segin la
geometria del sistema: R = lsina. Si la plomada gira con
velocidad angular w, entonces la fuerza centripeta debe
igualar a la componente de la tensién en el plano XY:

Tsina = mw?R; T = mw?L

Sobre el eje Z se cumple: T cos @ = mg. La frecuencia de giro en funcion del angulo del cono se

obtiene como:
2
w = .
lcosa

La amplitud de movimiento en el plano XY es R Las componentes de movimiento pueden
obtenerse como: X(t) = R cos(wt), Y(t) = R sin(wt), mientras que el periodo de giro es:
P =2n/w.

1.27 Péndulo en un ascensor. Obtener una expresion general para el periodo de un péndulo
simple sometido a una aceleracién uniforme a.

R. El periodo de un péndulo simple cambia si éste experimenta una aceleracién diferente a la
gravitacional g. El peso aparente W' de la masa M del péndulo cambia ast:

W' = M(g + a) aceleracion a en sentido contrario a g.
W' = M(g — a) aceleracion a en igual sentido a g.

La gravedad efectiva a la cual esta sometido el péndulo es por consiguiente: g.sr = g + a,y el
periodo se modifica como:

!
Geff

T =2m

Si un ascensor se desploma en caida libre, el periodo del péndulo acoplado a éste es infinito. El
periodo disminuye si el elevador sube con aceleracion +a.
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1.28 Cdlculo de la constante eldstica. Se conecta un deslizador de riel de aire de 0.30 kg al
extremo de un resorte ideal de masa insignificante. El sistema oscila con una frecuencia tal que
el tiempo entre la primera vez que el deslizador pasa por su posicién de equilibrio y la segunda
es de 1.48 s. Determine la constante de fuerza del resorte.

R. La constante se obtiene de la férmula K = Mw?.La frecuencia de oscilacién se puede
calcular desde el periodo, o el tiempo que tarda el deslizador en recorrer un ciclo completo. En
este caso, ese periodo es dos veces el tiempo mencionado: T = 2 X 1.48 = 2.96 s. La frecuencia
es por lo tanto: 2.12 r/s y la constante de fuerza K = 1.35 N/m.

1.29 Una placa horizontal oscila con M.A.S. con una amplitud de 1.5 m y una frecuencia de 15
oscilaciones por minuto. Calcular el minimo valor del coeficiente de friccién con el fin de que
un cuerpo colocado sobre la placa no resbale cuando ésta se mueve.
R. La aceleracion maxima que experimentard el cuerpo sobre la placa sin perder contacto con
ésta es:

Amay = W?A = 42 f2A

El coeficiente de friccion estatico g se obtiene de la condicion de equilibrio:
psN = psMg = Map;y,

_ 42 f2A

g = = 0.375.

1.30 Sistema Bloque-Resorte. Considere un oscilador armoénico simple tipo bloque-resorte

con K=200 N/m y M=2.4 kg. Las condiciones iniciales del oscilador son X, = 0.15m y

vxo = 0.45 m/s. Determine la posicion del bloque en t = 3.0 s.

R. Partimos de la expresion general que corresponde a la solucién del M. A. S. para la posicién:
X(t) = Acos(wt + @),

mientras que la funcion de velocidad es:

v(t) = —wAsin(wt + @).

Las condiciones iniciales conducen a: X, = A cos(¢), vy, = —wAsin(¢) y el &ngulo de fase es:
—1( Vxo
o (22)
© an™" (— X,

La amplitud de oscilacién en funcion de X, vy toma la forma:

2

v
_ 2 X0
A= /XO +22

y la solucién completa se escribe como:

/ v2 v
X)) = |X; +§cos ((ut —tan~! (wLX(;))' w = K/M.
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Numéricamente: w = 9.13r/s,A = 0.16 m, ¢ = —18.19°.

1.31 Cdlculo de la fase Inicial en un M.A.S. En t = 0 el desplazamiento x(0) de un bloque que se
mueve con M.A.S. es -8.50 cm. La velocidad del bloque en ese instante es v(0) =-0.920 m/s, y su
aceleracion es a(0) =+47.0 m/s2. (a) Cudl es la frecuencia angular de este sistema? (b) Cudl es la
fase y su amplitud?.

R. (@)a = —-w?x, o = /—a/x = 23.515. (b) con x(t) = Acos(wt + ¢),
x(0) = —0.085 = Acos ¢
v(0) = —0.920 = —Awsin¢

v(0) 3 .
o2 ()’ ¢ = —24.71°.

tang = —
Amplitud: A=-0.094 m.

1.32 Condiciones Iniciales en un M.A.S. Un objeto oscila con M.A.S. a una frecuencia de 0.42
Hz. La coordenada inicial es X, = 0.021 m y la componente de la velocidad inicial es vy = 1.3
m/s. Determine (a) La amplitud de movimiento, (b) La velocidad maxima y (c) la aceleracién
maxima del objeto.

R. (a) Utilizamos la solucién general para la posicion del objeto que oscila con M.A.S:
X(t) = Acos(wt + ¢);
y la velocidad en el tiempo es:
v(t) = —A wsin(wt + ¢).
La amplitud puede obtenerse desde las condiciones de inicio:

Xog=Acos¢p, vy =—Awsing,

Vo\2 1.3 \°
A= X§+(ZO) =J0.0212+(m> = 0493 m

b) Lavelocidad maxima es vy,4, = Aw = 0.493 X 2 X 0.42 = 1.30 ?

.z s . _ 2 _ m
c) Aceleracién maxima: a,,,, = w*A = 3.43 =

1.33  Cdlculo del tiempo de recorrido en un MAS. Un objeto ejecuta M.A.S con un periodo T
=0.6 s y amplitud A. Inicialmente, el objeto estd en x=0 y tiene una velocidad en la direccion
positiva. Calcular el tiempo que tarda en ir desde x=0 a x=A/4.

R. Solucién 1. Planteamos la ecuacion de posicion con estas condiciones:

x(t) = Asin(wt).
A .
Para x(t) = - €S necesario resolver
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A—A' t
i sin(wt),

con w = 10.76 r/s. Resolviendo: t = 0.0234833 s.
Solucién 2. Es posible también utilizar la representacién integral:

Al4 dx 1 | TS
t= —— = —cot™ " Vv15 = 0.0234833 s.
0 wVA%2—x%2 w

Nétese que el tiempo requerido para alcanzar la posicion A/4 no cumple una relacién de
proporcionalidad simple con respecto al periodo de oscilaciéon. El tiempo requerido para
alcanzar las posiciones A/4, A/2,3A/4y A en este problema puede resumirse en la siguiente
tabla ( T representa el periodo de oscilaciéon):

x A/4 A2 34/4 A

t 0.04021T T/12 0.135T T/4

En general, para cualquier posicion X entre 0 y 4, el tiempo que le toma al cuerpo en alcanzar
un punto en este rango es, en términos del periodo de oscilacién, igual a:

T . X
= L ((2).
21 X2 — Az

1.34  Principio de Conservacién de la energia. Una gran esfera de hierro de 350 kg de masa se
encuentra fija en un extremo de un cable de 35 m de longitud. Este sistema se usa con
propdsitos de demolicion. La esfera se coloca a 1 m del lado del edificio, se desplaza 25° y se
libera. Cual es su velocidad al chocar con el edificio?. Qué angulo se necesita para que la bola
choque a 20 m/s?

R. A 1 m de distancia desde el edificio, la velocidad de impacto se obtiene desde el principio de
conservacion de la energia:

v= \/Zgl(cos 6' — cos9),

en donde 8 = 25°y 0’ es el dngulo formado por el cable a 1 m desde el edificio. Relaciones
trigonométricas simples conducen a:

1
inf' =—; 0’ =1.64°.
sin T

Reemplazando los valores: v = 8 m/s. El angulo necesario 8 para que la velocidad de impacto
seade 20 m/s es: 8 = 65.39°.

1.35 Movimiento Arménico Simple IIl. Una particula cuya masa es de 0.5 kg se mueve con
movimiento armoénico simple. Su periodo es de 2 s y la amplitud de movimiento es de 12 cm.
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Calcular la aceleracion, la fuerza, la energia potencial y la energia cinética cuando la particula

estd a 8 cm de su posicion de equilibrio.

2
R. Aceleracién en la posicién x = 8 cm: a = —w?x = —(2?”) x = 0.789 m/s2. (Magnitud).

Fuerza (magnitud): F = Ma = 0.395 N. La energia Potencial: U = %sz = %Ma)zx2 =0.016].
La energia Cinética: Ey = Mv? = E — U = %KAZ —U= %szAz — U =0.01953 J, en donde
E corresponde a la energia mecanica total del oscilador.

1.36  Movimiento Arménico Simple IV. Una particula de 0.5 kg en el extremo de un resorte
tiene un periodo de 0.3 s. La amplitud del movimiento es 0.1 m. a) Cual es la constante del
resorte? b) Cudl es la energia potencial eldstica maxima? c) Cudl es la velocidad maxima de la
particula?
R.

a) La constante del resorte es K = Mw? = M(2n/T)? = 219.3 N/m.

b) La energia potencial eldstica maxima es: %KA2 =1.1].
c) Lavelocidad maxima de la particula se obtiene de la férmula simple:
21 m
Umax = wA = ?A =21 :

1.37 Unreloj, regulado mediante un péndulo simple, es preciso mientras su temperatura se
mantiene fija a 20°C. El péndulo aumenta en su longitud en un 0.0010 por 100 por cada 1.0 °C
que aumenta su temperatura, cudl es la temperatura si el reloj se atrasa 2.0 s, un dia?

R. En un reloj de péndulo, el periodo (P) de oscilaciéon puede aproximarse a 2.0 segundos en
condiciones normales. El nimero de oscilaciones en un dia se aproxima en este caso a 43,200.
Si el reloj se ha atrasado 2 segundos, eso significa que ha efectuado una oscilacién adicional, es
decir, su periodo ha cambiado a 2.000046296 s. Considerando que el periodo es proporcional a
L'/2, siendo L la longitud del péndulo que depende del cambio de la temperatura AT, entonces:

P'(T) = P(20°C)y/1 + 10-5AT,

con AT en centigrados. Reemplazando los datos, AT = 4.63°C. La temperatura de operacion del
reloj es de 24.63°C.

1.38 C(ierto resorte que obedece la ley de Hooke se estira 20 cm cuando una masa M se acopla
en uno de sus extremos. Cudl es la frecuencia de vibracién de la masa si ésta es ligeramente
desplazada hacia abajo y luego liberada?

R. Es posible hallar inicialmente una relacion de la constante elastica del resorte y el valor de la
masa (desconocido), desde la condicion de equilibrio:

Kd = Mg.

La frecuencia de vibraciéon de masa esta dada por:

1 K_1\F_11H
f =5 | = 2aa = M
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1.39 Concepto de masa reducida. Dos masas M; y Mz

estan unidas por un muelle de constante K. El muelle = = -
estd comprimido inicialmente con ayuda de un hilo. M1 MY M2
Una vez el hilo se rompe, el sistema oscila con M.A.S.

Determine el periodo de estas oscilaciones.

R. Denotamos las posiciones de los cuerpos como X; y X, con respecto a un punto de

referencia. La energia potencial elastica del sistema es: U(X;,X;) = %K(Xz - X)?,

mientras que la fuerza sobre los cuerpos (1) y (2) es:

au au
Fi = _6_X1 =KX, —X1) = Myay, F, = _O_Xz = —K(X; — X1) = Maa,,
en donde a; corresponde a la aceleracion del cuerpo j. De la relacion a; = —a)sz, se obtienen
las ecuaciones acopladas:

(—w?*M; + K)X, — KX, =0,
—KX; + (—w?*M, + K)X, = 0.

cuya solucion es:

K MM,
w = ,U.’ .u_Ml_l_sz

en donde u es la masa reducida del sistema. El periodo de oscilacién se obtiene utilizando
=2
w

1.40 Un pistén ejecuta movimiento armoénico simple vertical con amplitud de 7.0 cm. Un
limpiador reposa sobre la parte superior del pistén. Si la velocidad de la maquina aumenta
lentamente, a que frecuencia el limpiador perderia el contacto con el piston?.

R. La mdaxima aceleracién hacia abajo que puede tener el limpiador es la aceleracion
gravitacional g. Esta aceleracidn debe ser proporcionada por la maquina para evitar perder el
contacto con el limpiador. Si el piston se acelera hacia abajo mas rapido que este valor, el
limpiador perdera el contacto. La condicidn critica es:

g = w?A.

Asi: f = (%) v g/A = 1.9 Hz. El limpiador se separara del piston si éste excede una frecuencia

de 1.9 Hz.
1.41 M.A.S. Acoplados I. Encontrar la ecuacidon de la trayectoria del movimiento resultante de
la combinacién de dos movimientos arménicos simples perpendiculares cuyas ecuaciones son:

x(t) = 4sin(wt), y y(t) = 3sin(wt + @), cuando a = O,E,yn. Construir un grafico de la
trayectoria de la particula en cada caso.
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R.(a) Cuando a =0,

R

_3 —
=7 y=—X.

La trayectoria es una linea recta que pasa por el origen con pendiente 34.
(b) Cuando a = /2,

Z = sin(wt)
4—51na) ;

% = sin (wt + %) = cos(wt);

combinando estas dos ecuaciones, obtenemos:
2 2

HRIO

El cual corresponde a una elipse con centro en el origen y semieje mayor 4 y semieje menor 3.
(c)Sia=m;

x
i sin(wt);
% = sin(wt + ) = —sin(wt);
resolviendo:
x Yy _ 3
1~ "3 YTT%*

X

v A
c) (g /"%

Representacidn de las diferentes trayectorias de un cuerpo bajo dos movimientos armoénicos
perpendiculares y cambio de fase relativa, M.A.S. acoplados, ejemplo 1.41.

1.42 Un cuerpo de masa 2.5 kg se mueve con M.A.S y ejecuta exactamente 3 vibraciones cada
segundo. Calcular la aceleracion y la fuerza de restitucion que actia sobre el cuerpo cuando su
desplazamiento desde su posicién de equilibrio es 5.0 cm.
R. La frecuencia de oscilacion f es:

f = 3 Hz.
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La aceleracidn del cuerpo, seguin la férmula de M.A.S se calcula como (con x = 0.05 m):
m
a=—-w?x=-2nf)*x=-17.76 =
La fuerza de restitucion es
F = —mw?x = —44.41N.

1.43 M.AS. Acoplados Il. Encontrar la ecuacién resultante de la superposicion de dos
movimientos armoénicos simples paralelos cuyas ecuaciones son: x1=25in(wt+g) y

X, = 3sin (wt + g) . Realizar un grafico de cada movimiento y del movimiento resultante.

R. El movimiento resultante esta
dado por: X5

Xr =X+ X, = X +X

(3 + V3) cos(wt) + sin(wt),

v

4 6 10 )/ 12
y las graficas se ilustran en la figura Xi

adjunta. la funcién resultante puede |2
escribirse como:

x, = 4.83 sin(wt + 78.06°)

1.44 Cuatro pasajeros cuya masa combinada es de 300 kg comprimen en 5 cm los resortes de
un auto cuando se suben a él. Si el auto cargado tiene un periodo de oscilacién de 0.820
segundos, cudl es el periodo cuando éste esta vacio?

R. Inicialmente en equilibrio, el resorte se comprime una longitud de 5 cm (d) bajo la accién del
peso de los cuatro pasajeros. La constante elastica puede por lo tanto obtenerse desde la
aproximacion simple:

Kd ~ Mpasajerosg-

Mpasajerosg

K =~
d

N
= 58,800 —.
m

El periodo del sistema conjunto (carro y pasajeros) es de 0.820 s, y se relaciona con la masa
total como:

M +M i
T = 27_[\/( auto pasa]eros)
K
Despejando M,,,;,, entonces:

KT?
Mgyto = m - MpasajemS = 701.48 kg.
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El periodo del auto sin pasajeros se obtiene desde:

Mauto
T' =21 [——=0.69s.
I K S

1.45 M.A.S. Acoplados IIl. Determine la trayectoria de un cuerpo sujeto a las condiciones de
vibracion dadas por:

) ) 2n
X = sinwt , Yy = sin (a)t +?>

R. La ecuacioén de la trayectoria claramente es:

x2+xy+y?= 7
el cual corresponde una trayectoria eliptica con centro en el origen de coordenadas.

1.46 Equivalencia de Energias. Un oscilador arménico tiene una frecuencia angular w y una
amplitud A. a) Determine las componentes de posicion y velocidad cuando su energia potencial
elastica es igual a su energia cinética. b) Con qué frecuencia ocurre esto en cada ciclo?. c) Qué
tiempo transcurre entre cada ocurrencia?.

R. (a) En este caso, planteamos la condicién que exige el problema:

1 1
—Mv? = ZKx?,
2 2
Si el movimiento es arménico, entonces K = Mw?. Asf, la ecuacién anterior se reduce a:
En este caso, tenemos una ecuacién y dos incégnitas. La segunda ecuaciéon necesaria para

resolver el problema proviene de la relacidn entre la velocidad instantanea, la posicion
instantanea y la amplitud de oscilacion:
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v? = w?(4% — x?).

Al sumar las dos ultimas expresiones, se elimina la variable posicién x y se obtiene v:

+wA
_ﬁ!

Mientras que si las dos expresiones de la referencia se restan, tendremos (o reemplazando en
la primera), las soluciones para la posiciéon x :

2v% = w?A?, v=

4 A

x=t—

V2

Es decir, las energias son iguales en los puntos + %, en el intervalo {-4, A}.

(b) El nimero de veces en el cual la energia cinética del cuerpo es igual a la energia potencial,
en un ciclo es cuatro (4). El cuerpo pasa por cada punto dos veces en una oscilacién completa.

(c) Entre dos ocurrencias consecutivas transcurre un tiempo de un cuarto de periodo: T /4. Una
forma de entender este resultado es la siguiente. Igualamos las funciones de energia potencial
y energia cinética:

1 1
EKAZ cos?(wt) = EM(IJZAZ sin?(wt).

En forma equivalente,

cos?(wt) = sin®(wt).

. . m 3m 5m 7w . . .
Esta igualdad se cumple solo si wt = 2 a2 ehun ciclo. La diferencia entre dos valores

consecutivos es: /2. Por lo tanto, el tiempo At que transcurre entre dos eventos es: wAt = %

Reemplazando w = 2r/T, finalmente:

1.47 En las especificaciones militares es frecuente exigir de los dispositivos electrénicos que
sean capaces de resistir aceleraciones de 10g. Para asegurarse de que sus productos cumplen
con esta especificacion, los fabricantes los someten a ensayos en unas mesas vibrantes que
pueden hacer vibrar un equipo a diferentes frecuencias y amplitudes especificas. Si un
dispositivo se somete a una vibracién de 1.5 cm de amplitud, cual deberia ser su frecuencia?.

R. Si el dispositivo se somete a una aceleracion de 10g y una amplitud de A=1.5 cm, la ecuacion
que relaciona estas dos cantidades es:

La frecuencia de oscilacion es:
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_ 2 10g—1287H
=5z |2 = 1% Z.

1.48 Resorte “Real”. Muchos resortes reales son mas faciles de estirar que de comprimir. Es
posible representar este caso utilizando diferentes constantes de resorte para x > 0 y para x <
0. Considere un resorte que ejerce la siguiente fuerza restauradora:

{ —Kx six> 0,
—2Kx six < 0.

Una masa m sobre una superficie horizontal sin friccion se unea . .- fuerza vs posicién en un
este resorte, se desplaza x=A estirando el resorte y se libera. jesorte “real”.
Determine (a) el valor mas negativo de x que alcanza la masa m.
(b) el periodo de movimiento. (c) es simétrica la oscilacién
respecto a x = 0?. 0 A

/I~

1 F

(a) El valor mas negativo que alcanza la masa M se obtiene desde el principio de
conservacion de la energia. La energia TOTAL del sistema, al estirar el resorte hacia los
valores positivos de x es:

U—E—lKA2
=E=3 )

Esta energia se conservara en todos los puntos, dado que se desprecia el efecto de la friccion.
Cuando el resorte se comprime, su constante elastica efectiva es 2K, y la energia potencial
maxima almacenada es:

1 2
U= E(ZK)A’ ,
en donde A’ es la distancia maxima de compresion. Igualando:

1 1 5
U=E=5KA =5 @2K)A"

Calculando para A":

A = 4
Nek

(b) El calculo del periodo de movimiento puede realizarse de manera intuitiva:

i) El tiempo de recorrido desde x = +Ahastax =0esT/4,conT = Zn\/g.
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ii) El tiempo de recorrido desde x = O hastax = —A’esT'/4,conT' = 27 ’%

iii) El tiempo de recorrido desde x = —A" hastax = 0esT'/4conT' = 2m ’%

BR

iv) El tiempo de recorrido desde x = Q hastax = +AesT/4,conT = 2n

Sumando estos tiempos, calculamos el periodo de oscilacién del cuerpo de masa M
acoplado en un resorte asimétrico:

!

Periodo = -+
erio 0—2 2

Introduciendo los valores:

Periodo = M(1+1>—1707 ud
eriodo =m | N T %

Para un resorte homogéneo, el periodo de oscilacion es 2r < Es decir, en el caso

estudiado (resorte asimétrico), el periodo de movimiento es menor en un 15%.

(c) La oscilacion con respecto a x = 0 es asimétrica, ya que A #+ A'.

1.49 Oscilaciones en un liquido. En un tubo en forma de U se vierte mercurio (Hg).
Determinar el periodo de las oscilaciones del mercurio, si el area de la seccion transversal de

cada tubo es S = 0.3 cm

2 la masa total es de 468 gramos y la densidad del liquido es p =

13.6 g/cm3.

R. Utilizaremos el principio de conservacién de la energia para definir la fuerza que
experimenta el liquido en equilibrio y en movimiento. En el primer caso, sélo existe energia
potencial gravitacional en los lados verticales del tubo. Si denotamos como L la longitud del
liquido con respecto al nivel de referencia indicado, la energia potencial U asociada al centro de
masa es: (masa=densidad*drea transversal*altura).

pgSL?  pgSL?
Uequilibrio =mgL = 2 + 2

= pgSIL=.

A A
Nivel de Ref. —) L

v X wi\\ /)

Cuando el liquido es desplazado desde su posicién de equilibrio, los centros de masa también
se han desplazado con respecto a su nivel original. En el brazo derecho, su nueva localizacién
es (L+x)/2, mientras que en el brazo izquierdo, éste esta ubicado en (L-x)/2. La energia
potencial gravitacional en este caso es:
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pgS(L+x)*  pgS(L —x)?
2 + 2

U(x) = = pgS(Lz + xZ) = Uequilibrio + pngz.

La fuerza sobre el liquido puede calcularse derivando la energia potencial:

dU(x)

F=—
dx

El resultado es:
F=-2pgSx,

ya que Uequilibrio es constante. Observamos que F es proporcional al desplazamiento del
liquido, y la constante de proporcionalidad es 2pgS, el cual corresponde a la “constante de
restitucion del sistema”. La frecuencia de oscilacion es:

2pgS

w = /—,

m
T=2 m =2 L
=2r 2095 s 29

1.50 Aplicacion de las ecuaciones de Newton para un cuerpo rigido. Un disco de radio R y
masa M esta montado sobre un eje sin friccion. Se instala un resorte de constante elastica K a
una distancia d por debajo del eje, y el sistema se encuentra en equilibrio en la configuracion
ilustrada. Si al sistema se le hace girar un pequefio angulo 6, y luego se libera, demuestre que
éste oscila y obtenga una expresion para la frecuencia de oscilacion.

El periodo se calcula como:

Numéricamente: T= 1.52 segundos.

R. Utilizamos la segunda ley de Newton para la rotacién de cuerpos rigidos:

Z'r:Ia,
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en donde los vectores 1 y a corresponden al torque aplicado al disco y la aceleracién angular
del mismo. I es el momento de inercia con respecto al eje de giro (el cual coincide con el centro
geométrico del disco). El torque (torsion) que ejerce la fuerza del resorte a una distancia d del
centro, esta dado por:

7T=—Fd = —Kxd.

La deformacion del resorte se aproxima a x = d6, para pequefios desplazamientos angulares 6.
Por consiguiente:

T =—Kd?0 = Ia.
La relacion entre la aceleracién y el desplazamiento angular es:

B Kdzg
a = I .

Esta es una ecuacién de movimiento armoénico simple con frecuencia de oscilacion:

Kd? d
w = T = \/fﬁwo.

Debe reemplazarse el momento de inercia del disco: I = MR?/2, w, = /K /M.

1.51 *Un tubo en U tiene brazos verticales de radios r y 2r, conectados por un tubo
horizontal de longitud / cuyos radios se incrementan linealmente desde r a 2r. El tubo contiene
liquido hasta una altura h en cada brazo. El liquido empieza a oscilar, y en un instante dado su
altura en el brazo mas estrecho es y por encima del nivel de equilibrio.

(a) Demostrar que la energia potencial del liquido es U = ggpnrzyz. (b) Demostrar que la
energia cinética de una capa de liquido de espesor dx en el brazo horizontal es

1 pnr?dx (dy)z
dat/

K = 2(1+x/D)?

Utilizar integracion directa para obtener la
energia cinética total del liquido, ignorando
los efectos de los bordes. (c) Desde los items
(@) y (b) calcular el periodo de las
oscilaciones de este sistema.

R. (a) La masa desplazada de liquido en
ambos brazos es constante e igual a
m = mpriy = np(2r)?y’. La  energia
potencial gravitacional del centro de masa
adquirida por el liquido con respecto al nivel
de referencia mas bajo se obtiene como:
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grpr?(h+y)?  gmnp(2r)*(h—y)? S5gmpr®h® S5gpmriy?
2 + 2 == tT 8

uly) =

en donde es el desplazamiento vertical del liquido igual en el brazo izquierdo es igual a
y' = y/4. El factor 5gmpr?h? /2 corresponde a la energia potencial del sistema en equilibrio.

(b) El elemento de masa horizontal dM transporta una energia cinética igual a:

dK = ~am (dx)z
S 2 dt/)
Para un desplazamiento vertical de la masa dM = mpr?dy corresponde un desplazamiento
horizontal igual a: dM = mpr?(1 + x/1)?dx.

1

- . : d . .
De estas dos ultimas expresiones se 0bt1ene:£= (1+xﬂ)2.Un arreglo algebraico simple

conduce a:

K 1 pnridx (dy)zl

T2 +x/D2\dt

2
Integrando en la regién entre 0 y [, 1a energia del liquido en el tubo horizontal es: %pﬂrzl (%) ,

mientras que en los brazos verticales,

1 dyn? 1 dy'\* 5 dy\?
. = — 2 —_— — 2 _ = — 2 i
K; + K, anr h(dt) +2pn(2r) h(dt) 8pnr h(dt) .

La energia cinética total es:

1 5 \ /dy\?
KT:ZpT[T'Z (l+§h><d_¥> .

(c) El periodo de oscilacion se calcula desde la ecuacién de movimiento, con la masa
. 5 o 5
efectiva igual a% pmr? (l +Eh) y la constante de restitucién igual dada por: - gpmr?.

21l +5h
T =on /g
59

1.52  Oscilaciones en una banda eldstica I. Una
masa M se conecta a dos bandas de hule de longitud
L, cada una bajo una tensién T, como se muestra en
la figura. La masa se desplaza una pequefia distancia
vertical y. Suponiendo que la tensiéon no cambia
significativamente, demostrar que el sistema
presenta un movimiento armoénico simple y calcular
la frecuencia de oscilacion del mismo.

Por consiguiente:

:.,.‘

Lorerra Mave Semchatiantioe [y o Ll

34



Notas de Clase: Fisica de Oscilaciones, Ondas y Optica (Version 03) | 2015

2
R. La ecuacién de movimiento esta definida por: Mdy /dtz + 2T y/L = (. La frecuencia de

vibracién del sistema es: w = +/2T/ML .

1.53 Oscilaciones en una banda eldstica 1. Una
cuerda de longitud 3L y masa despreciable esta sujeta
a dos soportes fijos en sus extremos. La tension de la

cuerda es T. Una particula de masa M esta acoplada a . - .
una distancia L desde uno de los extremos. Construir /\;
una ecuacion para las pequefias oscilaciones L 2L

transversales de M y hallar su periodo.

R. La fuerza vertical resultante sobre el cuerpo es la suma de las componentes verticales de las
dos tensiones generadas por cada tramo de la cuerda. Para el tramo a la izquierda del cuerpo,
tendremos:

y

Ty, =-T
para el tramo a la derecha del cuerpo,

y

en donde estas expresiones se obtienen definiendo dngulos correspondientes con respecto al
eje vertical. La componente vertical de la tension es aproximadamente igual a (y << L):

Ty, =-T

3T

La frecuencia de oscilacion transversal del cuerpo es: f = (1/2m),/3T/2ML.

1.54 Péndulo Fisico. Un péndulo en forma de disco s6lido de masa M=0.015 kg y radio
R=0.050 m puede oscilar alrededor de un eje perpendicular al disco y a una distancia desde su
centro igual a la mitad del radio del mismo. Calcular el periodo de oscilacion del sistema.

R. El periodo de un péndulo fisico se obtiene desde la formula:

10
T =2
™ IMgD

. . . . MR
El momento de inercia del disco s6lido con respecto a su CM es: I} = >

2

. Con respecto al eje
de giro 0, debemos utilizar el teorema de ejes paralelos (D=R/2):

2

=1 +MD2—MR +M(R)2—3MR2
oM T2 2) 4 -

Reemplazando en la formula:
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’BR
T =21 |[— = 0.55s.
2g

Note que el periodo de oscilacién NO depende del valor de la masa. En general, si cambiamos la
distancia al eje de giro desde su centro a un valor igual a h < R, el periodo de oscilacién es:

_— R?% + 2h2
=2 29h

El valor de h que minimiza el periodo del péndulo es h = R/v/2, con Ty, = 2Y/421/R/g.

1.55 Péndulo Fisico. Un péndulo fisico se compone de una barra de masa M y longitud L. El
punto de sujecion estd ubicado a una distancia igual a 2L/3 desde el extremo inferior de la
barra. Calcular el periodo de oscilacién.

R. Si el sistema es separado de su posicidn de equilibrio una pequeiia distancia angular, y luego
es liberado, calcular (a) El periodo de las oscilaciones, (b) El cambio en el periodo si se agrega
una masa puntual M en el extremo inferior.

(a) 2L/3 -Y-H___. (b) 2L/3%O.___.

R. Caso (a). Lainercia de la barra con respecto al eje de giro es I° = I, + MD?. D corresponde
a la distancia desde el eje de giro al centro de masa: D = L/6. La inercia es por consiguiente:

19 = M12/9. El periodo del péndulo toma el valor T = 27‘[\/%.

Caso (b) Al agregar una masa puntual M en extremo, el centro de masa del sistema se
“desplaza” a una posicion 3L/4 desde el extremo superior. En este caso, la distancia CM-E]JE DE
GIRO es D = 5L/12. La inercia del sistema compuesto con respecto al eje de giro es:

2 2 2
1°= % +M (%) = 5%. El periodo toma el valor de: T = 271\/%. El cambio en el periodo

con respecto al caso (a) es del orden de v2 veces mayor.

1.56  Péndulo de torsion. Un péndulo de torsion consiste de un bloque rectangular de madera
de 8 cm x 12 cm x 3 cm con una masa de 0.3 kg, suspendido por medio de un alambre que pasa
a través de su centro y de tal modo que el lado mas corto es vertical. El periodo de oscilacién
es de 2.4 s. Cual es la constante de torsion del alambre?

R. El periodo en un péndulo de estas caracteristicas es:
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I
T=2n\]:.
K

La constante de torsion k es por consiguiente:

41?]
K = ?

La inercia de la placa de madera con respecto al centro es, segtin la tabla:
M
1= ﬁ(a2 + b?) =5.2x 10"* kg x m?.
2
a=8cm; b=12 cm. k = 3.56 X 1073 kg x I:—Z

1.57 Péndulo Fisico. Repetir el problema anterior si el eje de giro de la barra esta localizado a
una distancia L /4 desde uno de los extremos.

R. En este caso, la distancia desde el centro de masa y el eje de giro es L/4. El momento de
inercia con respecto al eje giro de giro se obtiene desde el teorema de los ejes paralelos:

1 N 7
I°=EML2+M(Z> =—MILA.

Reemplazando en la férmula del periodo de oscilacién de un péndulo fisico, finalmente se

obtiene:
— 7L
=27 124

1.58 Péndulo Fisico. Un adorno navidefio en forma de esfera sélida de masa M=0.015 kg y
radio R= 0.050 m cuelga de una rama con un trozo de alambre unido a la superficie de la esfera.
Si el adorno se desplaza una distancia corta, éste oscila como péndulo fisico. Calcule su periodo.
R. El periodo de un péndulo fisico obedece la relacion:

/ I
T =21 |—,
T [MgD

en donde I es el momento de inercia con respecto al eje de giro y D la distancia centro de masa
(CM) eje de giro. Con I = 7/5 MR?,y D =R entonces:

T =21 |2 =053s.
59
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1.59 Oscilaciones de un cuerpo rigido. Una esfera sélida
de radio r rueda sin deslizar en un canal cilindrico de
radio r, como se ilustra en la figura. demuestre que para C
desplazamientos pequefios alrededor de la posicion de Y
equilibrio y perpendiculares al eje del canal, la esfera 18\ Rr
ejecuta un M.A.S con un periodo: R| M

_ |

59
en donde g es el valor de la aceleracion gravitacional.

R. Planteamos el principio de conservacion de la energia mecanica:
E = Ex + U + Rot;

Con Ex como la energia cinética del centro de masa, U representa la energia potencial
gravitacional y R como energia cinética de rotacion:

1 1
Ex = EMvz = EMQZ(R - 1%

U= Mgh;
1

Rot = —[w?.

(0] Za)

El parametro v corresponde a la velocidad del CM. La condicién de rodamiento se cumple bajo
la formula:

wr =Q(R —71),
en donde Q es la frecuencia de rotacion desde el centro de curvatura de la cavidad cilindrica. La

energia total se calcula como:

1 10%(R —1)?
E=—MQZ(R—r)2+(—)+ U.

2 2r?

El momento de inercia de la esfera con respecto al C.M es:

2
I==Mr?
5 r

La energia total entonces se reduce a:

1 I1Q%(R —1r)?
E—EMQZ(R—T')Z-FT‘F U,
1/7M 1/7M do\>
E=3(5)0®-0?+ U0 =5(F) R =02 () +v@

Para pequefios desplazamientos angulares (con respecto a la base de la cavidad)
1
U@®) =Mg(R —1)(1—cosh) = EMg(R -1)02.
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La energia potencial tiene una forma cuadratica en la coordenada 8, la “constante” de
restitucién asociada a esta funcional de energia es Mg(R —r), finalmente el periodo de
oscilacion toma la forma:

7(R —
Y U Gil)
59

1.60 Resorte con masa. Para determinar el efecto de la masa de un resorte, considere un
resorte de masa M, con longitud de equilibrio L, y constante de fuerza K. Si el resorte se estira

. . . . 1
o se comprime una longitud L, 1a energia potencial es EKxZ, endonde x = L — L.

a) Considere un resorte como éste con un
extremo fijo y el otro en movimiento con una
rapidez v. Suponga que la rapidez de los ! \

p ponga q p ) A o (YT Mm_,
puntos a lo largo del resorte varia [ 3

; : . .. ¥ -
linealmente con la distancia y al extremo fijo, | fnw

y que la masa del resorte estd distribuida eI} Zﬁm
uniformemente a todo lo largo del resorte. ‘--'[Bﬂmﬂm' 2
Calcular la energia cinética del resorte en )

términos de los parametros dados. b) c roty | ([ — Fivae
Obtener la derivada con respecto al tiempo k
de la ecuacién de conservacion de la energia .

respecto al tiempo para una masa M

acoplada en el extremo de este resorte.

Obtener la frecuencia de oscilacion del
sistema.

Conmo dv mava el slerwnts

ye)

Fig. Ej. 1.60 Diagrama de fuerzas para un resorte de masa M. A) Localizacién del centro de masa del
resorte x.. dx: Elemento de longitud del resorte. B) elemento de deformacién dy, para un desplazamiento
y. C) Diagrama de fuerzas opuestas en los extremos del elemento dx + dy.

R. (a) Un diferencial de energia cinética dE puede obtenerse considerando un diferencial de
masadM = %dY desplazandose con velocidad v(Y) = %v:

1
dE = 5 dMv(Y)?.

Integrando sobre toda la longitud del resorte:

2 2

E—deE—ldeM YZ—MU fLYZdY—MU
= J, €=z, MO =5 | 76

(b) El cambio en la energia total de este sistema esta dado por:

=7 +—+

dE d (Mv?® mv? Kx? — o
6 2 2 )

La ecuacién de movimiento es por consiguiente:
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(m+ )&% 4 ke =0
T3 ae T T

: gy M M
cuya frecuencia de oscilacién es:w = |K/ (m +§). M = (m +§) corresponde a la masa

efectiva del sistema acoplado.

1.61 Principio de Arquimedes y M.A.S. Un bloque de madera
cuya densidad relativa con respecto al agua esp tiene
dimensiones a, b y c. Mientras el bloque esta flotando en el
agua con el lado a en la posicion vertical, éste es empujado
hacia abajo y luego liberado. Calcular el periodo de
oscilacion resultante.

R. La densidad relativa esta definida explicitamente como: p = %. Segun el principio de
agua

Arquimedes, la fuerza de empuje es igual al peso del liquido del volumen del cuerpo
sumergido. En este caso, si el volumen parcial del cuerpo sumergido es bcz, siendo z la longitud
del bloque dentro del agua en la posicion vertical, la fuerza de empuje es por lo tanto:

E(2z) = paguagbcz.

.z P . d?z
La ecuacion de movimiento para este sistema es: paguagbcz = —pmademabc 2z

Claramente, este sistema oscila con movimiento armdnico simple cuya frecuencia de vibracion
esta definida por: w = /:;p' Nota: Es posible demostrar que la posiciéon de equilibrio con

respecto al lado que estd sumergido en el liquido es: z; = pa. Como ejemplo numérico, si la
especie de madera en cuestiéon es roble, con densidad 0.6 gr/ml flotando sobre agua a
temperatura ambiente con densidad 1 gr/ml, la posicién de equilibrio del bloque esta dada por
7y = 0.6a, es decir, aproximadamente el 60% del cuerpo estara sumergido en el liquido.

1.62 Sistema mecdnico polea-disco. En la figura se
representa un sistema mecanico constituido de un
peso de masa M, del muelle a con coeficiente de
elasticidad K y de la polea de masa m. El peso,
mediante un hilo que se apoya sobre la polea, esta
unido al muelle. Hallar el periodo de oscilaciones del :
peso, si la polea tiene la forma de un cilindro de { .

paredes delgadas y radio R. _L

I

R. En posicion del equilibrio el muelle se ha deformado una distancia: § = % y las oscilaciones

del sistema tienen lugar alrededor de esta posicion. El torque con respecto al centro del disco
en un instante en donde éste se mueve en sentido anti horario es producido por una fuerza de
restitucién proporcional al desplazamiento angular §: +Ila ~ —KR?6. La frecuencia de
vibracion del sistema es:
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El momento de inercia puede calcularse como la suma del momento de inercia del disco con

respecto a su centro de masa y el momento de inercia del cuerpo acoplado a uno de sus

- R? : . L 7 .
extremos. Matematicamente: [ = mT+ MR?.El periodo de vibracién del sistema es por lo

2M
tanto: T = 2w mr .
2K

Si la masa de la polea es despreciable, el periodo de oscilacién coincide con el periodo de un

: : ,M : :
sistema masa resorte simple: T = 2@ —» ientras que si la masa acoplada es cero, tendremos:

T=2 /m
=21 |op

1.63 Potencial de Morse. La energia potencial de
interaccién entre dos atomos en una molécula
diatémica puede expresarse con buena aproximacién
por el potencial de Morse:

UQr) = D[l _ e—a(r—To)]Z’

siendo D, a y 1, constantes positivas caracteristicas
de la molécula. (a) Construir un grafico del potencial
y encontrar la posicion de equilibrio. (b) Realizar un - D r
- - _ 0.2 04 06 08 10
desarrollo en serie de potencias en r—ry y
determinar la relaciéon del primer término anarménico al primer término armoénico. (c)
Encontrar, en funciéon de D y a, la frecuencia de la vibracion relativa de dos atomos a baja
energia.

R. (a) La posicién de equilibrio se encuentra en r = r,. (b) En proximidades de la posiciéon de
equilibrio, el potencial toma la forma:

U(r) = Da?(r —15)? + Da(r —rp)3,

mientras que la relacién del primer término anarmoénico al primer término armoénico es
a(r — ry). Un perfil de la estructura del potencial de Morse en unidades reducidas cona = 0.5y
15 = 0.5 se ilustra en la figura adjunta.

(c) La frecuencia de vibracién del sistema es, segtin la expresién anterior es:

2Da?
W= .
u

donde u corresponde a la masa reducida de la molécula y la constante de restituciéon es 2Da?.
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1.64 Una varilla uniforme de longitud L oscila con un dngulo pequefio alrededor de un punto

a una distancia x desde su centro. (a) Demostrar que su frecuencia de oscilacién es

gx
L2 5
ﬁ+x

w =

(b) Demuestre que la frecuencia maxima de oscilacién ocurre cuando x = e (c) Qué longitud

tendra la varilla si la frecuencia angular maxima es 2m r/s?.

R. Utilizando la relacién general para el péndulo fisico:

MgD
0’

w =

Tendremos que para una varilla de longitud L la cual oscila en un punto a una distancia x, su
momento de inercia esta dado por el teorema de los ejes paralelos:

2

L
I° = —+ Mx?.
12 + Mx

Si D = x, la distancia entre el eje de giro y el Centro de Masa, tendremos que la frecuencia de

gx
L2 '
i 2
2t

oscilacion es:

funcion

a x
™ —ng = 0.
- 2
12 +x
. . L
Resolviendo para x, se obtiene x = Ve

y

_ [V3g
wmax - L .

(c) Si la frecuencia de oscilacion maxima es 2w r/s, su
longitud debe ser L = % = 0.430m,cong = 9.8 ?

1.65 Dos resortes, ambos con longitud natural de 0.20 m
pero con diferentes constantes de fuerza K; y K> estan
unidos a las caras opuestas de un bloque con masa M
sobre una superficie plana sin fricciéon. Los extremos
finales se unen posteriormente a dos argollas P1y P2 que
estdn a 0.1 m de los extremos originales de los resortes.
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(b) La frecuencia maxima se obtiene calculando el punto extremo de la

P1

0,10 m
— 0.20m

010 m

i 0.20 m J——-{

ﬁ Apz
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Sea Ki= 1 N/m, K;= 3 N/my M = 0.2 kg. (a) Calcular la nueva posicidn de equilibrio después
de fijar los resortes en las argollas. (b) Calcular el periodo de vibracién del bloque si se
desplaza desde su nueva posicién de equilibrio y se suelta.

R. (a) Sea I = 0.1 m la deformacion inicial del resorte. Al acoplar los resortes a las argollas el
cuerpo regresara a su nueva posicion de equilibrio si la fuerza resultante es cero, 6:

Kl +8) =K,(I—8) (Ky> Ky

K, — K
(,).:(2 1

[ =0.05m.
K, + K1> m

La nueva posicion de equilibrio es 0.350 m y 0.250 m desde P1 y P2, respectivamente. (b) el

periodo de oscilacién es T = 2m\/M/(K, + K;) = 1.4s.

1.66 Tres particulas con carga positiva se mantienen en una linea recta. Las particulas de los
extremos son idénticas y se mantienen fijas separadas una distancia 2R,. La energia potencial
para la fuerza que acttia sobre la particula central puede escribirse como:

U@ =4 E o —12R0]'

en donde r es la distancia desde la carga localizada a la izquierda de la linea hasta la carga
central. Calcular la frecuencia de oscilacion de las oscilaciones pequeiias de la particula central
si sumasa es m.

R. Utilizando la expansién del binomio en cercanias de la posiciéon de equilibrio r = Ry + x,
x < Ry, la energia potencial puede escribirse como:

24 N 2Ax?
"Ry, R3

La fuerza de restitucién que acttia sobre la carga central es por consiguiente: F = —4Ax/R§. La
frecuencia de vibracion para la carga de masa m es por lo tanto:

4A
mR3

1.67 Un bloque de masa M descansa sobre una superficie sin
friccion y estd conectado a un resorte horizontal con una
constante de fuerza K. El otro extremo del resorte esta fijo a
una pared. Un segundo bloque de masa m esta sobre el
primero. El coeficiente de friccion estatica entre los bloques
es Us. Determine la amplitud de oscilacion maxima la cual
puede oscilar el sistema sin que el bloque superior resbale.
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., . F
R. La aceleraciéon del sistema a puede calcularse como: a = Ten donde F es la fuerza neta
externa sobre el mismo. Si el sistema oscila como un todo con amplitud 4, entonces la fuerza
maxima exterior aplicada es KA. La aceleracién maxima es por consiguiente:
KA
amax - '
M+m

Si el bloque de masa m no se desliza sobre el bloque inferior, éste experimentara un equilibrio
dado por la fuerza de friccién uymg. Igualando esta fuerza de friccién con la fuerza externa
sobre el bloque de masa m:

Mmamax = UsMY-
De esta ultima relacion, se obtiene el valor maximo de la amplitud de oscilacidn:

Usg
A

A=(M+m)

1.68 M.A.S. en un motor. El movimiento del piston
de un motor de un auto es aproximadamente M.A.S.
a) Si la carrera de un motor (el doble de la amplitud)
es de 0.100 m y el motor trabaja a 2500 rpm, calcule
la aceleracién del piston en el extremo de la carrera.
b) Si el pistén tiene una masa de 0.350 kg, que fuerza
neta debe ejercerse sobre él en este punto? c) Qué
rapidez tiene el piston, en m/s, en el punto medio de
su carrera?

R. a) 2500 rpm equivalen a 262 rad/s. La magnitud de la aceleracién del piston en el extremo
de la carrera es a = w?4 = 3.432 x 103 522 b) La fuerza es F = Ma = 1.2 kN. c¢) En este punto,

. s . m
la rapidez es maxima e igual a v,3, = wA = 13.1 <

1.69 Oscilaciones en un elevador. Una particula que cuelga de un resorte oscila con una
frecuencia angular de 2 r/s. El resorte esta suspendido en equilibrio en el techo de un elevador
cuando éste desciende a una velocidad constante de 1.5 m/s. El elevador se detiene
instantaneamente. Desprecie la masa del resorte. Cudl es la amplitud de oscilacion de la
particula?. Cudl es la ecuacién de movimiento de la particula? (Escoger la direccidn positiva
hacia arriba).

R. Cuando elevador viaja a una velocidad constante, la fuerza neta sobre la particula es cero. La
fuerza ejercida por el resorte es igual a la fuerza gravitacional sobre la masa, y el resorte se
encuentra por consiguiente deformado en una longitud de equilibrio vertical. Cuando el
elevador se detiene, el extremo del resorte también se detiene, sin embargo la particula posee
un momentum p = mv, y por consiguiente el resorte empieza a estirarse. Este se mueve desde
su posicion de equilibrio con su maxima velocidad igual a v,,;4, = 1.5 m/s. La velocidad es
funcién del tiempo como:
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v(t) = —wAsin(wt + @).

Dado que la velocidad maxima es igual a wA, y con el dato de la velocidad angular conocido,
obtenemos la amplitud de oscilaciéon A = 0.75 m. La solucién a la ecuacién de movimiento es:

x(t) = Acos(wt + ¢).

Si en t=0 se escoge x(0) = 0y la direccidn positiva de la velocidad en el marco de referencia
positivo hacia arriba, entonces ¢ = /2. Obsérvese que la amplitud de oscilacién también
puede calcularse por principio de conservacidn de la energia: la energia mecanica total del
resorte (con respecto a su posiciéon de equilibrio) es igual a la energia cinética maxima que
adquiere al particula:
—mw?A? = 1mvz A= lmax

)

1.70 Un péndulo estd formado por una varilla de 200 gr de masa y 40
cm de longitud y dos esferas macizas: la superior de 500 gry 5 cm de
radio y la inferior de 400 gr y 4 cm de radio, equidistantes 8 cm de los H_
extremos de la barra. El péndulo se ha suspendido de un eje

perpendicular a la varilla que pasa por el centro de la esfera superior.
Hallar el periodo.

R. La distancia entre los centros de las esferas es de 24 cm. El momento de Inercia del sistema
compuesto con respecto al eje de giro se puede calcular como el momento de inercia de la
barra y de las esferas acopladas a la misma:

I = Ipgrra + Iesferas

MIL? 0.2(0.4)?
Ibarra =_+ x2 =

2 2
> o +0.2(0.12)* = 0.0055 kg.m?,

con x como la distancia entre el CM de la barra y el eje de giro. El momento de inercia de la
esfera inferior de 400 gr con respecto al eje de giro es (d = 0.32 m)

2
Iesfera = gMesferaRZ + 1V[esferad2 = 0.041 kg-mz-

. . o 2 -
La esfera superior posee un momento de inercia igual a EMesfemR2 =5x 10"*kg.m?.

El peso de la esfera de 500 gr no produce un torque de movimiento pero afecta el momento de
inercia total del sistema. Asi, la inercia total es:

I = 0.047 kg. m?.
El centro de masa del sistema compuesto es (con respecto al eje de giro):

D= 0x05+4+0.12x0.24+0.24x0.4

= 10.
05+02+04 0.9 cm
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El centro de masa estd localizado a 10.9 cm desde el eje de giro. Finalmente, el periodo de
oscilacion es:

_— I _ 0.047 _ 126
T MgD ~ ‘" [T1x98x0.109 °F
1.71  Para cierto oscilador la fuerza neta sobre el cuerpo de masa M esta dada por F = —cx3.

a) Cudl es la funcién de energia potencial de este oscilador si tomamos U = 0enx = 07?. b) El
cuerpo se mueve desde x = 0 hastax = A en 1/4 de periodo. Calcular el tiempo requerido para
efectuar este movimiento. c) Depende el periodo de la amplitud?. Es éste un movimiento

o . . e 1 dy
armonico simple? Sugerencia: Utilizar el resultado = 1.31.
p g fo Jiv*
R. a) La funcidn de energia potencial se define como el menos trabajo necesario realizado por
la fuerza para desplazar el cuerpo entre dos puntos:

4

UG = - fo FO)dy =2~

b) El tiempo necesario en efectuar el recorrido indicado se obtiene directamente desde la
integral:

tH:fA >
* (B E-Ue)

. . . A . . .
Si la energia total del oscilador esE = C—, entonces, con el cambio de variable indicado

4
y=x/A:
, fl Ady 2Mf1 dy ey |2M_T
0-A = —_— = [— —=1. =
0 ﬂ(l—y‘*) cA? )y \J1—y* cA? 4
2M

El periodo de oscilacién es por consiguiente: T = 5.24 /%

d) El periodo es inversamente proporcional a la amplitud de oscilacién, y el movimiento
subsecuente no es armoénico simple.

1.72 Dos cilindros sélidos conectados a lo largo de su
eje comun por una barra corta y ligera tienen un
radio R y una masa total M y descansan sobre una
mesa horizontal. Un resorte con constante de fuerza K
tiene un extremo sujeto a una abrazadera y el otro a
un pivote sin fricciéon en el centro de masa de los
cilindros.

Se tira de los cilindros hacia la izquierda una distancia x, estirando el resorte, y se liberan.
Existe suficiente fricciéon entre la mesa y los cilindros para que éstos rueden sin resbalar al
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oscilar horizontalmente. Demuestre que el movimiento del centro de masa de los cilindros es
armanico simple, y calcule su periodo.

R. El momento de inercia total del sistema con respecto al CM es I = MR?/2. La magnitud
del torque con respecto a un punto de contacto sobre la superficie es:

T=F"R = KRx.

La segunda ley de Newton para la rotacion de los cuerpos rigidos establece la relacidn entre el
torque resultante y la aceleracién angular:

X7 = la.
El momento de inercia con respecto a un punto de contacto sobre la superficie es, segtn el
teorema de los ejes paralelos:

3
[ =1M 4 MR? = EMRZ.

Ahora:

3MR2 4% _ KRx = —KR?0

2 ez x= '
en donde el signo (-) proviene de la direccién opuesta entre el torque debido a la fuerza de
restituciéon y el movimiento del cilindro. El movimiento es arménico simple y la frecuencia de

. -, f21< : . ,3M
vibracién es: w = 3 ientras que su periodoes: T = 2x K

1.73 Hallar la frecuencia de oscilacién de una particula de masa
M la cual es libre de moverse sobre un circulo de radio R, esta
acoplada a un resorte cuyo extremo esta fijo en un punto a y a
una distancia [ (ver figura). Una fuerza F se requiere para Al \

extender el resorte una distancia L ‘,”' X \”

R. La deformacion del resorte se calcula como (I > R6):

R(R + )62 |~ R(R + 1)6?

81:\/(H'R(l—cosH))z+stin20—lzl\/1+ B =

mientras que la energia potencial elastica tiene la forma:

2 2
R(R+010% _1F(R+D(RO)? _ leZ(RH)Z'

U@B)=FSl=F o] > R >

F(R+1)
MRL *

y la frecuencia de oscilacion se aproxima a: w =
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Las oscilaciones subsecuentes se consideran con respecto a la posicién de equilibrio localizada
justo en la parte superior del domo, con &= 0.

g 1.74 Una barra uniforme de 1 metro de longitud y

= masa M puede pivotear en un extremo y es
mantenida en posicion horizontal con un resorte
- acoplado de constante elastica K. Si la barra es
—_— desplazada levemente desde su posicion de
| - — - equilibrio, demostrar que ésta oscilard con M.AS. y
calcular su frecuencia de vibracién.

=
)

jEnsssane.
)
-
-
=
=
8

R. El momento de inercia con respecto al pivote (o eje de giro) es:

ML?  MIL?

I=1M+ :
4 3

El torque debido a la fuerza de restitucion del resorte es en magnitud: T = KL?6 = K6, en
donde @ es el angulo de desviacion de la barra con respecto al eje horizontal. La ecuacién de
movimiento resultante es:
I a0 = —K60
dt2 '

La frecuencia de oscilacién del sistema se aproxima a:

1 |K 1 3K
f_27r | 2n M

1.75 Péndulo Fisico. Un péndulo de longitud L y masa M posee un resorte ideal acoplado a él
de constante de fuerza K y localizado a una distancia h por debajo de su punto de suspensién,
como se muestra en la figura. Demuestre que el movimiento es M.A.S y encuentre la frecuencia
de vibracidn del sistema para pequefias desviaciones de su posicién de equilibrio.

L K

[
v
Ow

R. Considerando que la masa de la barra es despreciable, sobre el pivote actian dos momentos
de fuerza generados por el peso de la masa M y fuerza de restitucidn del resorte aplicada a una
distancia h desde el punto de giro. Matematicamente, estos momentos se aproximan a:

Tpeso = —MgLH,
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~ _ 2
TFuerza de Restitucién ~ Kh*6.

Utilizando la segunda ley del movimiento de los cuerpos rigidos, se obtiene:

MgLé Khzé)—ldze
9 T dt?

En donde I es el momento de inercia de sistema con respecto al eje de girol = ML?.La
frecuencia de vibracion del sistema es:

B g+Kh2
=TT Mz

1.76  Una pelota se deja caer desde una altura h de 4.0 m y choca con el suelo en una colision
perfectamente elastica. Suponiendo que no se disipa energia por el rozamiento del aire,

(a) Demostrar que el movimiento es periodico;
(b) Determinar el periodo de movimiento;
(c) Es éste movimiento M.A.S?.

R. (a) En una colisién perfectamente elastica, la energia total se conserva y la pelota alcanzara
la misma altura después de la colision. (b) El periodo de movimiento se puede obtener como el
doble del tiempo que tarda la pelota en alcanzar el suelo: T = 2t = 2\/2% =1.81s.

(c) El movimiento no presenta caracteristicas de M.A.S. El movimiento es oscilatorio.

1.77  Una regla métrica uniforme oscila libremente suspendida en uno de sus extremos. Un
poco de cera cuya masa es igual al 12% de la masa de la regla se coloca en la marca de 500 mm.
Cuadl es el periodo de las oscilaciones?. En qué lugar de la regla habria que colocar la cera para
que no afectase al periodo?

R. El periodo de oscilacion se obtiene aplicando la férmula:

, I
T =21 |——.
™ IMgD

2
La inercia del sistema compuesto es:/ = 0.12M (%) +% = 0.36ML?.D es la distancia al

centro de masa del sistema, en este caso

ML | 0.12ML
Zz 72 L
D= = -
1.12M 2
El periodo de oscilacién es (L =1 m):
0.72L
T=2r 7 =1.70s.
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Si la masa de cera se coloca en un punto X de la regla, desde el soporte en uno de los extremos,
el momento de inercia cambia con la distancia como:

MIL?
[ =0.12MX? +T

mientras que el C.M. depende de la distancia al extremo como (L =1 m):

m+ 0.12MX

_2 _
= 112M 0.446 + 0.107X.

El periodo es por consiguiente:

1
2 st
0.12X2 + 3

=2 :
T 9(0.446 + 0.107X)

Si el periodo se mantiene inmodificable, debe cumplirse:

1

24 =
0.12X“ + 3

(0.446 + 0.107X)

= 0.72,

cuyas soluciones son: X = 0.2574 m; X = 0.384569 m.

1.78 Potencial de Van der Waals . La energia potencial de una particula es (Van der Waals):

UCx) = Up((a/x)'? = 2(a/x)®).

Determinar la posicion de equilibrio de esta particula. Para valores de x préximos a la posicién
de equilibrio, la energia potencial se puede aproximar por la siguiente relacion parabdlica:

1
Ux)=C +§K(x—x0)2.

Determinar Cy K.

U(x) R. La posicién de equilibrio esx; = a. En
gty proximidades de esta posicion tendremos:
0.15¢ C =-UyyK = 72U,/a?. Por consiguiente, la
0.10} fuerza de restitucidn que experimenta la
0.05% particula puede aproximarse a F(x) =

—(72Uy/a?)(x — a). El perfil de la energia

0.00 - : - 4
.10 - 0.20 025 potencial de Van der Waals es ilustrado en la
~0.05} figura adjuntacon a = 0.1y U, = 0.1.
-0.10}

-0.15"

1.79 Tres particulas con carga positiva se mantienen en una linea recta. Las particulas de los
extremos son idénticas y se mantienen fijas separadas una distancia 2R,. La energia potencial
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para la fuerza que actuia sobre la particula central puede escribirse como U(r) = A[1/r —
1/(r — 2R,)], donde A es una constante positiva y r es la distancia desde la particula izquierda
a la central. (a) Demostrar que la fuerza sobre la particula central es F(r) = A[1/r? —
1/(r — 2Ry)?]. (b) Demuestre que r = R, en equilibrio. (c) Utilice la expansién r = R, + x para
demostrar que F = —(44/R3)x . (d) Que frecuencia de oscilacién posee la particula central si
ésta tiene masa M?.

R. (a) La fuerza se obtiene desde la relacion de gradiente de la energia potencial: F = — 6U/ar.

(b) La condicién de equilibrio se define como: F = _(aU/ar) = (0, con un posible minimo en

r = R,. La segunda derivada de la energia potencial en este punto conduce a 4A/R3 > 0, el
0

cual corresponde efectivamente a un minimo de energia potencial. (c) Utilizando la expansién
de Taylor del tipo:

1+2)2=1-2z, z<K1,

la fuerza puede escribirse como:

F A (1+ x)‘z A (1 x)‘z 4A
=— —_— - - r ——X,
R3 Ry R3 Ry R}

cuya relacion lineal con el desplazamiento desde su posicion de equilibrio x es evidente. La
frecuencia de oscilacion para una particula de masa M es:

44
w = [——=.
MR}

1.80 Péndulo Fisico. Un objeto plano irregular tiene un momento de inercia I con respecto a
su centro de masa. Cuando se hace girar alrededor de un punto P, como se indica en la figura,

oscila con un periodo T. Existe otro punto Q en el lado opuesto del centro de masa respecto al

. . . . . T2
cual el objeto oscila con el mismo periodo. Demostrar que se cumple la relaciéon h; + h, = Z?.
R. El periodo de oscilacion de un péndulo

fisico es: 2m\/19/MgD,en donde®es el
momento de inercia con respecto al eje de

giro, y D es la distancia desde el cm hasta el : TP

eje de giro. Si el objeto oscila con respecto al '

punto P, su periodo es: It
ha

1Q
) I+ Mh? |
T Mgh1 .

Igualando las dos expresiones, (el periodo es el
Si ahora este objeto oscila con respecto al

punto Q, tendremos que su periodo de

mismo) tendremos una expresion para el
momento de inercia:

51



Notas de Clase: Fisica de Oscilaciones, Ondas y Optica (Version 03) | 2015

oscilacion es: I = Mhyh,.
Reemplazando en cualquiera de las féormulas

) I+ Mh% anteriores, obtenemos:
T Mgh, . S Mh1h2 _|_Mh2 ’hl +h2

Mgh1

en donde efectivamente la relacién entre las
gT?

distancias es: h; + h, = .
1 2 412

1.81 Un anillo de didmetro d cuelga de un clavo. Cudl es el periodo de oscilaciéon de este
sistema?. Considere la aproximacién de pequeiias amplitudes.

R. Utilizamos la formula para el periodo de un péndulo fisico:

I
T =21 |—
T MgD

Adaptando la férmula para el caso particular, el momento de inercia con respecto a un eje que
pasa por uno de sus didmetros perpendicular al plano del anillo es:1 = 2MR? = Md?/2;
D = d /2. Reemplazando:

T =2m,/d/g.

1.82 Un cubo de hielo pequefio y resbaladizo se sitia cerca del fondo de una vasija con un
radio de curvatura R =140 mm. Cudl es el periodo de las pequefias oscilaciones del cubo de
hielo?

R. La fuerza que produce el movimiento del pequefio cubo es la componente tangencial de su
peso:

F =—Mgsin®.

Esta fuerza es igual a MRa, en donde a es la aceleracion angular. En la aproximacion de
pequefias amplitudes, el periodo de oscilacion es:

R
T=2r |—=0.75s
g

el cual es igual al periodo de un péndulo de longitud R.

1.83 Un péndulo compuesto consiste en una barra de acero de 1 m de longitud y 1 cm de
didmetro que cuelga del techo en uno de sus extremos y esta acoplada a una esfera rigida de
bronce de 10 cm de radio en el otro. Despreciando los efectos de la friccion, (a) calcular el
periodo de oscilacion de este sistema. (b) Si la amplitud de oscilacién es 15°, hallar la energia
mecanica total de éste péndulo. (c) Hallar la velocidad de la esfera en el punto mas bajo de la
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trayectoria de oscilacién. Las densidades de masa son: pgeer, = 7.75 X 103 kg/m3 y
Peronce = 8.920 x 103 kg/m3.

R. (a) Utilizamos la férmula general para el periodo de un péndulo fisico (compuesto):

10

T =21 |—
™ IMgD

con M como la masa total. La inercia del sistema compuesto con respecto al eje de giro es:

— 0
10 - Il())arra + Iesfera'

Ilgarra = §MbarraL2
10 =EM R+ M (L+R)?
esfera 5 esfera esfera .

La distancia desde el centro de masa y el eje de giro D es:

L
_ Mbarra 2 + Mesfera(L + R)

M

D

Las masas de la barra y la esfera son, respectivamente: My, 4,q = TPgcero? > L, con r como el
radio de la seccion transversal, y Mysrerq = gnpbmnceR3. Reemplazando los valores
NUMEricos: Mygyrq = 0.6 kg Mesperq = 37.4Kg [4yrq = 0.2 kgm?, I3, = 45.4 kg m?,

19 = 45.6 kg m?. La inercia del sistema compuesto est4 definida principalmente por el término
I°~Mesfem (L+ R)z, D = 1.091 m. Debido a la gran masa de la esfera comparada con la masa

de la barra, el centro de masa del sistema practicamente coincide con el centro de la esfera.
Finalmente, el periodo de oscilacién es:

T=2.10s.

(c) La energia mecanica total se obtiene desde la expresion:

2

1 1 2°
E=2Mw’A® =M (7) (L + R)262 = 14.07].

(d) La velocidad en el punto mas bajo de la trayectoria (la energia potencial
gravitacional es cero):

1.84 Resorte no lineal*. Todos los resortes tienen en algin grado un comportamiento no
lineal, de forma que la fuerza restauradora no es estrictamente proporcional al desplazamiento
x. Considere que la componente de la fuerza del resorte es de la forma
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F = —kx — ax?.

Determine el movimiento de un oscilador no amortiguado sometido a esta fuerza. Sea M=1 kg,
k=39.5N/m, a = 400%, vxo = 0. Considere el movimiento desde t=0 hasta t=2.0 s para el caso
X0=0.020 m,

R. Este ejercicio puede resolverse utilizando analisis numérico. Utilizando la definicion de
segunda derivada:

d?Xx(t) F O X(t+ 2At) — 2X(t + At) + X(¢b)
=a(t) =— = lim .

dt? M At-0 At?
Es posible implementar un algoritmo simple en el programa Mathematica (v8.0) que permita
obtener la posicién de la particula entre 0 y 2 segundos con resultados muy cercanos a la
solucién exacta. La condicién de velocidad inicial cero implica X[1]=X[0]=0.02 en nuestro
codigo.
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UTILIZAMOS EL COMANDO "Recurrence Table™ para resolver la ecuacion
recurrente en Intervalos At: Caso X(0) = 0.02 m.

Clear["Global “«"];
At = 0.05;
Definicién la aceleracion del cuerpo en el Instante ™™
a[j_] :=-39.5+X[7] -400eX[J]*2;
Definiclén de Segunda derivada
sol[k ] := RecurrenceTable[{X[J+1] =2+X[3] » (AL"2) » (a[]]) -X[3 -1], X[0] ==0.02, X[1] = 0.02),
X, {3, 1, x}1([%)]:
Tabla con los datos obtenidos en el proceso de recursion:

Table[({kw~at, sol[k]), (k. 1, 40, 1}]
Representaclon Grafica

ListPlot{Out[99], Joined » True, Frame + True, LabelStyle «» (FontSize » 28)]
0.02;
¢
0.00%
-0.0!5
-0.02;
; 0.5 1.0 1.5

0.0
Método de Integracién “Exacta™
o = NDSolve[{y''[t] + 39.5ey[t] + 400y[t] 2 == 0, y[0] = 0.02, y ' [0] == 0}, y, (t, 0, 2)]
{{y = Interpolatingfunction|[({0., 2.}), <>])})

20

Plot (Evaluate[({y(t]} /. 8], (&, 0, 2}, PlotStyle -+ Red, Labalstyle + (FontsSize - 28} ]
0.02

3

i
0.01}

t 0.5 10 LS 20
-o.olg

’r
-0.02;

Comparacién de los Métodos
Show [ {Out[104], Out[106]}]

0.02
|
o.olt\ /\ %
o.oe'
i
E
. 02{ \/ \\/

O 2.0

Se observa que la particula obedece un movimiento similar a un M.A.S con periodo de 1 s
aproximadamente. Al variar la posicién inicial del cuerpo a Xy = 0.050 m, y utilizando el
algoritmo anterior, la respuesta de la posicidn instantdnea puede verse como:
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0204 06 08 10 12 14
-0.1 T
-02
\
\
-03 \
\
\t
-0.4 \
|
-0.5+ l||

con un valor asintotico ~1.4 segundos. El sistema es inestable para este valor inicial de fuerza.
1.85 Solucién Anarmdnica. Refiriéndonos al problema anterior, (a) probar como soluciéon
x(t) = x; + Acos(wt) + B cos(2wt),

en el caso @ < 0, y en donde el primer y dltimo término son los resultados de la contribucién
anarmonica de la energia potencial. Despreciando todos los términos que involucran productos

de Ay B o potencias de B mayores que la primera, obtener las relaciones para los coeficientes
A By x;.

R. Desde la ecuacién de movimiento,

d?x(t) 5 F(t)
— = = —w°A — 4w?B (2cos? -1)=—-
12 a(t) w*A cos(wt) — 4w*B (2cos“(wt) — 1) ]
F©O) _  k lal . 2 ; .
El factor S Xt puede aproximarse a:
F(t) k Bk 2|a|B Ak 2|alAx;
I e iy v R CD)

2Bk 4|a|Bx; |a]A?
+{-—+ +

2
o I M )cos (wt) + -+

Igualando términos semejantes, obtenemos:

sotp K. BE_2lalB
CEE TN T Ty

X1,

—8w?B =

2Bk  4|a|Bx; |a|A?
— + + ;
M M M

Resolviendo en el caso especial w? = wg = k/M:

|la]A? la]A?
X1 =—; X ——.
17 2Mwd 6Mw?2

1.86 Péndulo Generalizado. Demostrar que la energia potencial de un péndulo puede
escribirse como

) 0
E, = 2mglsin (§>
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Hallar el periodo de este sistema si el angulo inicial de movimiento es 6.

R. Con respecto al punto de sujecion, la energia potencial gravitacional de la pesa es:
0
E, = mgh = mgl(1 — cos 0) = 2mgl sin® (E) :

El periodo de movimiento puede obtenerse adaptando la férmula del tiempo de recorrido
entre dos puntos

om [
4 /%(E—U(x))

En este caso, la energia total (inicial) de movimiento es: E = 2mgl sin? (?(’), y el diferencial de

longitud de recorrido puede aproximarse segin dx = ld6. El tiempo que le tomaria a la pesa
en recorrer una distancia angular entre —8,y +6, es:

f+60 lde
Erprpy =
(=00=+60) —6o \/% (ngl sin? (%) — 2mglsin® (%))

el cual corresponde a la mitad de un periodo. Por consiguiente, el periodo se obtiene

integrando:
- \/7f+00 deo
b /-6, Jsinz (%) — sin® (Q)

2 2

La solucién de esta integral se expresa en términos de funciones matematicas especiales.
Algunos valores numéricos representativos se ilustran en la siguiente tabla.

0,
1° 5° 15° 20° 25° 30° 45°
T
1 1.00002 1.00048 1.0043 1.00767 1.01203 1.01741 1.03997
27 E
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El periodo del péndulo tiende a
incrementar su valor en funciéon del
angulo inicial de desplazamiento. La
relacién T/Zn\/% se aproxima a la

unidad para valores de 6, menores a 15°,
como es usual en esta aproximacion.

1.15}
1.10}

1.05¢

T/2xV1/g)

-
il

20 40 60 80

0y (Grados)

1.5. El Oscilador Amortiguado

Una aproximacién mas realista al movimiento oscilatorio de los cuerpos consiste en introducir
el efecto de la fuerza fricciénff) = —b¥, en donde b es la constante de amortiguacién en
unidades de kg/s. b corresponde en general a un factor de estructura que depende de la
geometria del cuerpo y la viscosidad del medio. v es la velocidad instantinea del cuerpo y el
signo (-) indica que esta fuerza se opone al movimiento relativo del objeto. Las ecuaciones que
gobiernan la dindmica del sistema con una constante de restitucién Ky masa M se resumen en

la siguiente tabla:

ALGUNAS FORMULAS IMPORTANTES, MOVIMIENTO OSCILATORIO

Posicion x(t) = A(t) cos(wt + ¢)
Amplitud = Ae ¥t -
p A(t) = Ae™", y= 7

Frecuencia de Oscilacion
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Energia Total del Oscilador en funcién E = Ege™ "t
del tiempo
Factor de Calidad 0= @Wo
2y

en donde w es la frecuencia de vibracidn del sistema SIN amortiguacion, y ¢ corresponde a la
fase inicial.

EJEMPLOS: OSCILACIONES AMORTIGUADAS

1.87 Oscilador Amortiguado I. Un objeto oscila sin amortiguamiento con un periodo T; = 1.5
s. Si se considera el efecto de la friccién del aire, el periodo aumenta en T, = 1.50015s.
Encontrar el nimero de ciclos necesarios para que la energia del sistema se reduzca en un 25%
de su valor inicial. Hallar el factor de calidad del sistema.

R. El factor de calidad puede calcularse desde la relacién:

w = ,/wé—yz.
2
o

De la ultima relacién, se obtiene el factor de calidad: Q = 35.36.Si la energia decrece en un
25%:

E(t*) = 0.75E, = Ege~?'t,

cont* = NT,.
In0.75 = —2yNT,.
En términos del factor de calidad y = ;’—QO = QT; , la dltima ecuacién se reduce a:
1

In0.75 zsz2
nuvu. = —4LTTIN —.
QT,

Despejando, N = 1.6188.
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1.88 Oscilador Amortiguado Il. En el caso de un oscilador amortiguado, la cantidad
T = 1/(2y) se denomina tiempo de relajacién. (a) Calcular el cambio en la amplitud después de
un tiempo 7. (b) Expresar, como una funcién de t, el tiempo necesario para que la amplitud
decrezca en un 50%. (c) Obtener la fraccion de energia disipada en forma de calor después un
tiempo 27.

R. La amplitud de movimiento es una funcién del tiempo:

A(t) = Age™ 7.
(a) Después de un tiempo T,
A(T) = Age V" = Age 1/? = 0.606A4,.

La amplitud disminuye en un 39.3%. (b) El tiempo necesario para que la amplitud decrezca en
un 50% se calcula como:

Ay
— = A, et
2 fe¢

Despejando t:
1
—In2=t=2tIn2
Y

c) La energia disipada en funcién del tiempo es: E(t) = Eje~2"t. Después de un tiempo 27:
E(t) = Eje ™" = Eje™2 = 0.1353E,,.

La fraccién de energia disipada en forma de calor después de dos tiempos de relajacion
corresponde al 86.46%.

1.89 Sistema de Péndulo Amortiguado. Un péndulo simple tiene un periodo de 2 s y una
amplitud de 2°. Después de 10 oscilaciones completas su amplitud ha sido reducida a 1,25°.
Hallar la constante de amortiguamiento y.

R. A(10T) = 1.25 = 2e 10T ParaT=25,1.25 = 2e72%; y =0.02350 (1/s).

1.90 Oscilador Amortiguado III. Un cuerpo de 2 kg oscila con una amplitud inicial de 3 cm
acoplado a un muelle de constante eldstica K=400 N/m. Si la energia disminuye en 1% por
periodo, hallar la constante de amortiguamiento b y el factor Q.

La energia por periodo es

E(T) = Eje~2/7,

Si la energia disminuye en un 1% por periodo, yT = 0.00502. De la relacién: w? = w — y2.
Multiplicando por el Periodo de oscilacion del sistema T (con amortiguamiento):

(wT)? = (woT)* — (yT)? = (2m)*%.
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Reemplazando wy = /K/M = 14.14r/sy yT = 0.00502, obtenemos:

0.00502
0.44

desdey: y = %; b = 2My = 0.0456 kg/s. El factor Q :

T = 0.44 s. El parametro y = = (0.0114. La constante de amortiguamiento b se calcula

Q= ‘;’—; =620.3.

1.91 Energia Disipada en el movimiento Amortiguado. Si la amplitud de un movimiento
amortiguado se reduce a 96% de su valor después de cada oscilacion, en cuanto se reduce su
energia?

La formula de la amplitud de un movimiento amortiguado es:

A(t) = Ae 7,

Después de un periodo, A(T) = Ae™"T = 0.96A. Asi, yT = 0.041. Esta informacién es suficiente
para calcular la reduccion en la energia por ciclo, desde la expresién:

E(T) = Ege 2T = Eye~2(0:041) = 0,92E,,.
La energia se reduce a 92% después del primer ciclo.

1.92 El impulso sobre el agua de una embarcaciéon de 700 kg de masa a una velocidad
constante de 1 m/s requiere una fuerza constante de 120 N. Suponga que la fuerza de
amortiguaciéon que ejerce el agua esta dada por F4 = —bv. (a) Determine el valor de b. (b) Se
amarra el bote a dos postes mediante dos sendos resortes y se mantiene a dos metros de su
posicion de equilibrio mediante una fuerza horizontal de 450 N. Escriba la ecuacién de
movimiento del bote después de ser liberado en t=0.
R.
(a) Si el bote viaja a velocidad constante, su aceleraciéon es cero (a=0), y la fuerza
externa aplicada debe ser igual a la fuerza de amortiguacion ejercida por el agua. Por
consiguiente:

F k
b="%=120-2,
v S

(e) Suponiendo que los resortes son idénticos, en la posicién de equilibrio, la fuerza
neta (450 N) debe ser igual a 2Kd, en donde K es la constante elastica de los
muelles, y d=2 m. Asi, K = 112.5 N/m. Una vez liberado el bote, la ecuacién de
movimiento alrededor de su posicidn de equilibrio es:

—bv — 2Kx = Ma.

Numéricamente,
2

0=700"" 1 120% 4 225
- dt? dt x

La solucion de esta ecuacion, con la condicion inicial establecida es:

919t
70

2
_ -3t/35
x(t) 57e (57cos[ 70

] + 2v/19sin [9\/1_%]).
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—
50 60

Posicién del bote como funcién del tiempo. Obsérvese que el movimiento prdcticamente se detiene
después de unos 60 segundos.

1.93  Factor de Calidad I. Un oscilador amortiguado posee un factor de calidad Q = 10, masa
M = 1 kg y constante elastica K= 300N /m. Calcular el cambio en la amplitud de oscilacién del
sistema después de dos ciclos.

R. Después de dos ciclos, tendremos que la amplitud es:

AQRT) = Age T,

r
w = fa)g -y2=173 <

Con el periodo de oscilacion: T = 0.36s,y constante de amortiguacion y = 0.86 E La

Desde la relacion

amplitud después de dos periodos toma el valor:
A(2T) = 0.54A,.
La amplitud disminuye en un 44% después de dos ciclos.

1.94 Factor de Calidad II. Un oscilador tiene un factor Q = 200. En qué porcentaje disminuye
su energia durante un periodo?

R. En este caso, es suficiente con calcular el factor e7?¥7, que indica la relacién entre la energia
después de un tiempo t+T y la energia en el instante de tiempo ¢, es decir, el cambio energético
después de un periodo T. En términos del factor de calidad, utilizamos la expresién que se
deduce desde la definicion de frecuencia de las oscilaciones amortiguadas y Q.

2

29T = ——
402 —1

Numéricamente obtenemos: 2yT = 0.031416 y e~2T = 0.97. El porcentaje de energia
disminuye en un 3%.
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1.95 Sistema muelle-amortiguador. Un saco de harina de 60 kg cae -
libremente desde una altura deh =1m sobre una plataforma ! L] !
horizontal de masa despreciable. Se requiere disefar un dispositivo e

resorte-amortiguador de tal forma que después del impacto la
plataforma y el saco se sitiien en una posicién de equilibrio 15.1 cm ' '
por debajo de la posicién inicial tan rapido como sea posible.
Calcular la constante elastica k del resorte y el coeficiente de
amortiguamiento y.

k

-
1

Fevveinnt

Vs

R. Consideremos inicialmente el sistema SIN amortiguamiento (b — 0), con el propdsito de
obtener un orden de magnitud de la constante elastica requerida en el disefio. Si la plataforma
debe detenerse y, = 15.1 cm por debajo de su posicion de equilibrio, entonces la
desaceleracion que experimenta el saco de harina, al caer desde 1 m de altura y entrar en
contacto con la plataforma es:

vé gh m

a=5—="—=6.629 = 6490 —,
2Yo Yo S

el cual se obtiene utilizando ecuaciones cinematicas simples. El resorte se comprime una
distancia y, y su constante elastica esta dada por:

_2Mg(h +yo)

2

1
Mg(h+y,) = Eky%’, k ”
0

Reemplazando los datos numéricos, la constante elastica debe tomar un valor maximo de:
k =59.36 x 103 N/m. La frecuencia natural de vibracién es: w, =+/k/M = 31.45r1/s. Si

consideramos el sistema funcionando UNICAMENTE con el amortiguador (k — 0), éste debera
soportar una fuerza de:

Mgh
Yo

F =Ma= = 3984 N.

Dado que la velocidad del sistema cambia desde un valor v, = ,/2gh = 4.43 m/s hasta un valor
cero en cierto intervalo de tiempo (sin definir en este caso, aunque este dato no es relevante en
nuestro analisis), cuando el cuerpo finalmente se detiene, el valor minimo de la constante de
amortiguamiento y se obtiene desde la relacidn:

Mgh
Fy, = bvy = 2yMvy = Ma = \
" Yo
g
= =733 -
Y 2v9Y0 S

Se observa inicialmente que wy > v, el cual corresponde al régimen sub-amortiguado. En el
régimen criticamente amortiguado con w, = y el sistema llega rapidamente al equilibrio y
pueden despreciarse los efectos oscilatorios. Las frecuencias naturales de vibracién varian en
un rango entre 7.33 y 31.45 r/s correspondientes a constantes elasticas entre 3223 y 59360
(N/m) y constantes de amortiguacion b = 879.6 kg/s, b = 3774 kg/s. Este analisis
corresponde a la primera aproximacion de disefio del conjunto muelle-amortiguador bajo las
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condiciones requeridas. Un calculo mas detallado involucra la solucién total de la ecuacién
diferencial que rige el movimiento del cuerpo hasta que se detiene en su posicion de equilibrio
Yo- Para wy =y, la ecuacién de movimiento del cuerpo se define como:

d’y  dy
M—+b—+ wiy = My;
a2 PPg Ty =Mg
o de forma equivalente:
d*y dy
gz T2@ogp T woy = g;

con las condiciones iniciales: y(0) = 0,y dy(0)/dt = v,. La solucidon para la aceleracién en
funcién del tiempo es:

a(t) = (g — 2vowo + (Wewd — gwg)t)e @0,

mientras que para la velocidad instantanea y la posicién del cuerpo se obtienen las
expresiones:

v(t) = ((9 — Vowo)t + Uo)e_wot,

1
y(t) = (E) (g(ewot — 1) + wot(wovy — g))e—wot_
0

El tiempo necesario que transcurre para que la velocidad del cuerpo tome el valor de cero es:

=20
Voo — 9

Resolviendo numéricamente para y(t) y v(t) se obtiene w, = 12.37 r/s, el cual corresponde a
una constante elastica de: K = 9181 N/m.

1.96 Un oscilador amortiguado pierde el 2% de su energia en cada ciclo. (a) Cual es su factor
Q? (b) Si su frecuencia de resonancia es de 300 Hz, cudl es el ancho de banda Aw cuando el
oscilador esta impulsado?

R. La energia de un oscilador amortiguado es: E(t) = E,e™2"*

en un 2%, por lo tanto:

. En un ciclo, su energia se reduce

E(T) = 0.98E, = Eje™ 4T,
0.98 = =217,
2yT = 0.0202.

Utilizamos la relacion entre el factor de calidad y 2yT:

41
2YT = ——==0.0202

V42 -1

Despejando Q = 311.5. (b) El ancho de banda se aproxima a:
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A _w0_300_096r
@=7 T3115° 0%

1.97 Siel factor de calidad de un oscilador amortiguado es @ = 100, obtener el porcentaje de
la energia disipada en cuatro (4) ciclos.

R. La energia presente en un movimiento amortiguado se estima segin:
E(t) = Ege™ 2",
En 4 ciclos:
E(AT) = Eje (D),
De larelaciondey y Q:

21
2yT = 6 = 0.0628

E(4T) = Eje~*T) = 0.78E,.

La energia disipada en cuatro ciclos es del orden de 22%.

1.98 Considere un oscilador amortiguado con frecuencia angular propia wy = 100 rad/s, y
cuya constante de amortiguamiento es y =7.0 s'1. Sabiendo que la particula parte de la posicion
Xo=5 con velocidad inicial vy = 0, escribir la ecuacién de la oscilacién amortiguada.

R. La solucién general para una oscilaciéon amortiguada es:

x(t) = Ae™ "t cos(wt + @).

La frecuencia de oscilacion se calcula como:

r
w= a)g —y? =4/1002% — 7.02 = 99.75 5

dx(t)

La funcion de velocidad se obtiene derivando v(t) = —

v(t) = —Aye Y cos(wt + @) — Awe™ " sin(wt + ¢).
Para t = 0, la velocidad inicial es cero. Obtenemos asi:

0 =—ycosp —wsing.
14
t =——; = —4.01.
an¢g o ¢
La posicidn inicial x, = 5, y el valor de la fase inicial permiten obtener la constante A:
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5 = Acos ¢ = Acos(—4.01),
A =5.01.

La ecuacién de la solucién amortiguada es:

x(t) = 5.01e" 7t cos (99.75t - %) .

1.99 Un bloque suspendido de un resorte oscila con una amplitud inicial de 120 mm. Después
de 2.4 minutos la amplitud ha disminuido hasta 60 mm. Cuando la amplitud de oscilacidn sera
de 15 mm?

R. La amplitud de oscilacién decae en el tiempo como:
A(t) = Age .

Después de 2.4 min (144 segundos) la amplitud se reduce a la mitad de su valor inicial,
entonces:

1
5= e v(149), =481x10 3s.

Después de un tiempo t* la amplitud toma el valor de 15 mm:
A(tY) = 15 = 120e 7",
Reemplazando y y despejando t* tendremos: t* = 432 s (7.2 min).

1.6. El Oscilador Forzado

Estudiaremos ahora la dindmica de un oscilador unidimensional bajo los efectos de una fuerza

s s dx ‘s i
externa F, (t) y la fuerza de friccion —b e La ecuacion del movimiento en este caso es:

Si la fuerza exterior aplicada F,(t) es periédica con frecuenciaw, y de la formaF,(t) =
F, cos(wt), entonces la solucién en régimen para la posicion del cuerpo x(t) es:




Notas de Clase: Fisica de Oscilaciones, Ondas y Optica (Version 03) | 2015

La amplitud de oscilaciéon y el factor de fase dependen de la frecuencia de la fuerza exterior w.
En forma explicita se obtienen las relaciones:

Fy
A(w) - 2 2\2 2
M (w* —w + 2yw
Amplitud \/( 0) (2ro)
2yw
tang = —
0
Fase
Amplitud en Fy
PATIE € Awo) =
Resonancia 2Myw
Ancho de Banda Aw = 20
Q
Potencia Promedio (P) = yMw?A?
Potencia Promedio en F¢ F¢
Resonancia 2b’ 2MAw

1.100 Calcular el valor rms de la potencia instantanea absorbida por un oscilador forzado sin
amortiguamiento sometido a la accion de una fuerza F(t) = F, cos(wt).
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R. La definicién de potencia instantanea es P(t) = F(t)v(t). El valor maximo de este producto
es Py = FoAw/2 , mientras que el valor rms es:

con la amplitud de oscilaciéon definida como: A = fo ) La potencia promedio absorbida

M(w2-w3
por el oscilador en este caso es cero.

1.101 Encontrar los valores limites de la amplitud y la fase de un oscilador forzado con
amortiguamiento cuando (a) la frecuencia de la fuente es mucho menor que w, (b) La
frecuencia de la fuente es mucho mayor que w,. Determinar los factores dominantes en cada
caso.

R (a) wg » w

F, Yw 2
Alw) = —> 1—2(—2) .
Mwg wq

2
. . 1y ~ .z w .
Predomina el efecto de restitucion, con una pequeiia correccion del orden de ();—z) asociada al
0
amortiguamiento.
(b)

=2 (1-22))

con y < w.Predominan los efectos de la fuerza exterior.

1.102 Energia potencial y energia Cinética. Hallar los valores promedio de las energias cinética
y potencial de las oscilaciones de un oscilador forzado con amortiguamiento.

R. Calculamos el valor promedio de la energia cinética: (K) = %MAZwZ(sinz(wt +¢)), y la
energia potencial:

1 242 2
U) = EMwOA (cos*(wt + @)).
1 1
(K) = —MA?w?; (U) = = MA?w3.
4 4
El valor del trabajo hecho por la fuerza sobre el sistema en un periodo:

T

W= —f F,(t)v(t)dt =
0

FoAwT sin ¢

5 = Myw?A>T.

T
= j FyAw cos(wt) sin(wt + @) dt =
0

En proximidades de la frecuencia de resonancia, la magnitud de la relacién ((K) + (U))/W es:
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(K) +(U) _Q _ Energiaalmacenada por ciclo

w 2m  Energia suministrada por ciclo
wW-wq
Esta cantidad proporciona una idea del funcionamiento del oscilador en términos de la energia
disipada por ciclo, i.e., el factor de calidad esta definido en términos de la razén de la energia
almacenada en el resonador con la energia necesaria suministrada por el generador por ciclo,
manteniendo la amplitud de la sefial constante a la frecuencia de resonancia.

1.103 Un oscilador forzado con amortiguamiento posee las siguientes caracteristicas: b = 2
kg/s, wy = 20mrad/s, Fy = 1 N, M = 1 kg. Calcular la potencia mecanica promedio transmitida al
oscilador cuando w = 2w,.

. bw?F¢
(P)= 2[M2(w2-w?)2+b2w?]
2
Siw = 2wy; (P) = W =113 x 10~*W

1.104 Oscilador forzado. Un oscilador forzado con amortiguamiento posee las siguientes
caracteristicas: b=20 kg/s, o = 200n rad/s, Fo= 10 N, M = 1 kg. Calcular:

a) Elfactor de calidad Q.

Wo

— =10
2y b d
b) Elancho de banda Aw.

Wo
Aw = 6 = 20r/seg

La potencia mecdnica promedio absorbida por el oscilador cuando la frecuencia de la fuerza
externa es 2 @y.

Py = bw?F¢
- 2[M2(w? — w2)? + b2w?]
. 2bF} _
Siw = 2wy; (P) = WM =113 x1073W

c) Angulo de fase ¢ entre la fuerza aplicada F(t) y el desplazamiento x(t), si la
frecuencia de la fuerza externa es 2 a,.

2Yyw (1 o
tan(¢) = m; ¢ =tan (E) ~1.2%.

0

1.105 Oscilador Amortiguado. Calcular el numero de ciclos necesarios para que un oscilador
amortiguado disipe el 25% de su energia total, si éste posee un factor de calidad Q igual a 100.
R. La energia del oscilador amortiguado est4 dada por E(t) = Eye~2"t. El ntimero de ciclos
necesarios (NT) para que la energia se disipe en un 25% se puede obtener de la relacion:

69



Notas de Clase: Fisica de Oscilaciones, Ondas y Optica (Version 03) | 2015

= E,e 2/NT_ Aqi N = ——In (2 - Ll
0.75Ey = Eye . Asi,N T In (3) Es posible demostrar que el producto yT es NrE=s

Reemplazando los valores numéricos, tenemos N ~ 4.58 ciclos.

1.106 Oscilador Amortiguado. Un bloque de 750 g oscila en el extremo de un resorte cuya
constante de restituciéon es K= 56 N/m. La masa se mueve en un fluido el cual ofrece una fuerza
resistiva del tipo F = —bv, en donde b = 0.162 Ns/m. (a) Cudl es el periodo de movimiento?.
(b) Cudl es decrecimiento fraccional de la amplitud por ciclo?. (c) Escribir la ecuacién del
desplazamiento en funcién del tiempo, sient=0,x=0yent=1.00s,x=0.120 m.

R. (a) El periodo de oscilacion se obtiene desde T = e Z—HZ = 0.73 s. (b) En un ciclo, la

w K b
2~ (a)
bT
amplitud decrece en un factor e YT = e"2m = 0.92. La amplitud decrece aproximadamente en

un 8%. (c) La expresion para el desplazamiento del bloque toma la forma:
x(t) = Ae "!sin(wt),con A = 0.183 m.

1.107 Frecuencia Critica. Una masa de 0.4 kg se mueve en el extremo de un resorte con k =
300 N/m, sometido a la accién de una fuerza amortiguadora Fy = —bv. (a) Si b = 9 kg/s,
calcular la frecuencia de oscilacién del sistema. (b) Con qué valor de b la amortiguacién sera
critica?. (c) Calcular el porcentaje de energia mecanica total disipada después de 10 segundos.

R.

a) Frecuencia del sistema: Q = /w3 —y2% = 24.97 r/s.

b) Laamortiguacién serd critica con b = 21.9 kg/s. (wy = y).

c) Porcentaje de la energia disipada: E(10)/E, = e 2% = ¢=20Y~,
La energia se ha disipado en su totalidad después de 10 segundos.

1.108 Disipacidn de la energia. Si la energia inicial de un oscilador amortiguado ha disipado un
50% del valor inicial, con y = 1, calcular el tiempo transcurrido.

R. En este caso, si la energia remanente en el sistema es 0.5E, entonces el tiempo transcurrido
es: 0.5E, = E,e~?"t. Despejando t, obtenemos (y = 1): t = %ln(Z). Es decir, el sistema ha
disipado el 50% de su energia después de 0.35 segundos.

1.109 Péndulo Forzado. Un péndulo simple de 0.5 m de longitud y Q =400 esta acoplado a un
sistema que le aplica una fuerza de magnitud F, = 2 X 1073N. Si la masa del péndulo es 0.2 kg,
calcular (a) El ancho de banda, (b) la amplitud del péndulo a la frecuencia de resonancia.

(a) El ancho de banda se define como Aw = % =,/g/l/Q=0.01 (1/s).

(b) La amplitud a la frecuencia de resonancia es
A(wy) = QFyl/mg = 0.2 m.
1.110 Factor de Calidad. Un oscilador amortiguado posee un factor de calidad @Q=10, masa
M=1 kg y constante elastica K=300N/m. Calcular el cambio en la amplitud de oscilacion del

sistema después de dos ciclos.
R. La amplitud después de dos periodos es:

AQT) = Age /7.
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Si el factor de calidad es conocido e igual a 10, entonces:

Multiplicando por T (periodo) en ambos lados de la tltima ecuacién, tenemos:

wol  2mwy

2y T = — = ——.
T T e
Utilizando la formula w = \Jwg — y?% = w, /1— —a)o /1— Flnalmente
T Zna)o 2
vi=——
Qw Q
(LY e -
Q

Se demuestra que el término 2yT depende exclusivamente del factor de calidad y no depende
de la masa, ni de la constante eldstica. Numéricamente 2yT = 0.63, y la amplitud es:
AQ2T) = Age 2T = A,e~%%3 = 0.534,. Después de dos ciclos, la amplitud ha disminuido en un
47%.

1.111 Resonancia. Un oscilador forzado con amortiguamiento posee las siguientes
caracteristicas: b = 2 kg/s, wg = 20n rad/s, F; = 1 N, M = 1 kg. Calcular la potencia mecanica
promedio transmitida al oscilador cuando (a) w = wg. (b) w = 0.5w,.

R.
(a) En resonancia (w = wg) la potencia promedio transmitida es:
(P) = F—OZ =0.25W.
2b
(b) Para (w = 0.5wy), reemplazamos en:

bw?F? 1
2M? [(0? — w§)? + (2yw)?]

(P) = = 1.13 X 1074W.

Si la frecuencia de oscilacion es la mitad de frecuencia de resonancia, el sistema absorbe una
potencia que es del orden de 3 érdenes de magnitud menor que aquella absorbida en
resonancia. Esto puede entenderse en términos de un ancho de banda suficientemente

estrecho: Aw = — = 2 -
M

1.112 Movimiento Forzado. Un objeto de masa 0.2 kg cuelga de un resorte cuya constante
elastica es de 80 N/m. El cuerpo esta sujeto a la acciéon de una fuerza de friccién dada por -by,
donde v es su velocidad (m/s) y b = 4 kg/s. (a) Hallar el periodo de las oscilaciones de este
sistema. (b) Si el cuerpo se somete a una fuerza exterior dada por F(t) = F, cos(wt), con
Fo=2Ny w = 307.s"1, cudl es laamplitud de las oscilaciones forzadas?.
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21 21

a) T= = == 0.363s.
Jotr ()
Fo
b) A(w) = M = 1.28 cm.

\/(wz—w%)2+(2yw)2

1.113 Un cuerpo de 0.2 kg de masa esta unido al extremo de un resorte de constante
elastica K = 5 N/m, que tiene el otro extremo fijo. Se separa el cuerpo a 8 m de su posicion de
equilibrio y se abandona, comenzando a contar tiempos en ese instante. Hallar:

a) La ecuacién del movimiento del cuerpo.

b) Las energias cinéticas y potencial del sistema cuando la elongacién es 1/+/2 del
valor maximo.

A continuaciéon se aplica al cuerpo una fuerza de rozamiento Fr=-0.2vy una fuerza
impulsora F(t)= 8cos(6t). Una vez el sistema alcanza el estado estacionario, hallar:

) La ecuacion del movimiento resultante.
d) La potencia media absorbida por el oscilador.
e) El ancho de banda del sistema.

R.(a) Si M=0.2 kg, y K=5N/m, wy, = /K/M = 5r/s. La ecuacion de movimiento del cuerpo es
d*x
W + 25x = 0,

el cual tiene como solucién x(t) = 8 cos(25t).

o e . A
(b) La energia cinética del cuerpo para un desplazamiento x =

8
\/_i = ﬁ es:
1
Ex = EMa)z(A2 —x%)=180].
La energia potencial en ese punto es U = %sz =80].
(c) El movimiento es forzado con amortiguamiento:
d?x dx
72 + I + 25x = 40 cos(6t).
(d) Utilizamos
(P) = bo’Fo =36.69 W
C2[M2(w? — wd)? + b2w?] T '

(e) El ancho de banda se calcula utilizando la relacion:
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1.114 Un objeto de 0.2 kg estad acoplado a un resorte de constante elastica 80 N/m. El objeto
esta sometido a una fuerza resistiva -bv, en donde v es la velocidad en metros por segundo. (a)
Si la frecuencia de las oscilaciones amortiguadas es v/3/2 veces la frecuencia de las oscilaciones
naturales del sistema, calcular el valor de b. (b) Calcular el factor de calidad Q. (c) En qué
porcentaje se reduce la amplitud después de 10 ciclos completos?.

R. (a) Partimos de la expresion:

V3
con w = —- wo;

2

V3 2 2 3 2 Wo
S Wo) TWoTYT= W0 V=S

wo =+/K/M =,/80/0.2=20; y =10 2

La constante b se obtiene como 2yM = b = 4%. (b) El factor de calidad Q = (2"—]? =1.(c)

Después de 10 ciclos completos, la amplitud se reduce segtn:

VT = 42’:_1 = \2/_’; 10yT = ZOT: = 36.28.

La amplitud cambia
A(10T) = Ape 19T = 1.76 x 107164,,

i.e., el sistema se atenuia practicamente por completo después de 10 ciclos.

1.115 Un cuerpo de 0.1 kg de masa esta unido al extremo de un resorte de constante elastica K
= 5 N/m, que tiene el otro extremo fijo. Se separa el cuerpo a 0.50 mde su posicién de
equilibrio y se abandona, comenzando a contar tiempos en ese instante. Hallar:

a) La ecuacion del movimiento del cuerpo.
2

X L s0x =0
dt2 X = U.

Solucién:
x(t) = 0.50 cos(\/S_Ot) (m).

b) Las energias cinéticas y potencial del sistema cuando la elongacion es la mitad del
valor maximo.
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Ex = ;Mw? (4% — x2) = Mw? (4% — (A/2)?) = Mw?A? = 0.468 |.

U= %sz =0.5%5x0.252 = 0.156 .

A continuacidn se aplica al cuerpo una fuerza de rozamiento Fg = -0.2v (N) y una fuerza

impulsora
F(t) = 1.0cos(6t) (N)
Una vez el sistema alcanza el estado estacionario, hallar:

¢) La amplitud de movimiento.

Utilizamos la definicién de la amplitud para un oscilador forzado

()

— = = 0.54m
V(w? — wd)? + (2yw)

Alw) =

d) La potencia media absorbida por el oscilador.
— bw?A?/_ _
(py=bw"A%/, =1.05W

e) El ancho de banda del sistema.

b
Ao =2y = =01

1.116 Vibraciones debido a una mdquina rotatoria. Una maquina
que posee una parte rotatoria (motor eléctrico) puede
esquematizarse como se muestra en la figura, siendo M la masa total
de la maquina, y m una masa equivalente excéntrica (incluida en la
masa total M) situada a una distancia e del eje de rotacién, de modo
que, cuando la maquina esta en marcha, se producen vibraciones de
la misma frecuencia que la rotacién del rotor. (a) Encontrar la
expresion de la amplitud de las vibraciones verticales de la maquina
en funcion de su velocidad de rotacién wy de las constantes
caracteristicas k,y. (b) determinar la amplitud de las vibraciones
en la resonancia, (c) determinar la fuerza que se transmite al piso.

(a) R. La fuerza asociada al movimiento de la masam es emw?, la fuerza centripeta del
cuerpo cuya componente vertical es emw?sin@, representa una fuerza “exterior”
impulsora con magnitud F, = emw?. Asi, la amplitud de las oscilaciones verticales de la

maquina estan dadas por:
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Fo/M B emw?/M
J@Z =022 + 2yw)? (@ — k/M)? + 2yw)?

Alw) =

(b) La amplitud de las vibraciones en la frecuencia de resonancia se obtiene maximizando
la expresién anterior, dado que F,, depende de la frecuencia:

0A(w) w3 k
8—20; (Ur=2—, Wy = —.
w /wo — 2]/2 m
Obsérvese que esta frecuencia es diferente a w,. La amplitud de las oscilaciones en
resonancia es calculada reemplazando A(w,):

ekm 1
2YM? [ — vz

(c) La fuerza que se transmite al piso se calcula como la suma de las fuerzas generadas por
el resorte y el amortiguador:

A(wr) =

E, = kx + 2M dx
p = KX )/dt

Si consideramos que x(t) = A cos(wt + ¢), entonces la fuerza transmitida al piso es:
E, = Ak cos(wt + @) + 2MywAsin(wt + @).
La expresion anterior se puede factorizar aplicando relaciones trigonométricas:
E, = A\Jk? + 2Myw)? sin(wt + 6),
en donde 6 es un factor de fase. La amplitud de la fuerza transmitida al piso es:
Fy = A\/W-

El cociente entre las amplitudes de la fuerza transmitida y de la fuerza impulsora emw?
se denomina “transmisibilidad” TR.

Fy VEk? + 2Myw)?

Fb:MJ@ﬂ—kM@2+Qw@2

el cual define el porcentaje de la fuerza maxima transmitida al piso debido a la rotacién
del motor a frecuencia w. Si la frecuencia de rotacién es cero, TR=1, mientras que si la
constante de amortiguamiento es cero, o muy pequefia,

w§

TR~ ———~.
(w? — f)
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1.117 Un oscilador forzado con amortiguamiento tiene un ancho de banda de 200 Hz. Si la
frecuencia de resonancia del oscilador es de 1 kHz, (a) hallar la diferencia de fase entre la
fuerza y el desplazamiento para los valores extremos de las frecuencias en el intervalo Aw.

R. Las frecuencias en los extremos del ancho de banda corresponden a 900 Hz y 1100 Hz
respectivamente. De la relacién entre el ancho de banda y el factor de amortiguacién:

Aw = 2y = 2n X 200 Hz.

El 4ngulo de fase corresponde a:

2yw 2nAwf B Awf
wf —w?  @2rf)?> - @) 2n(f,® - f?)
Para 900 Hz, ¢ = 43.45° Para 1100 Hz, ¢ = —46.33°. La diferencia de fase en el intervalo del
ancho de banda es:

tang =

Ap~89.78°.

1.118 Estabilizacion de las vibraciones de un motor. La mayor parte
de los motores eléctricos comerciales no estan perfectamente
equilibrados, de modo que, cuando el motor estd en marcha, se
producen vibraciones de la misma frecuencia angular que la del
rotor. Deseamos absorber esas vibraciones, para lo cual colocamos
el motor sobre cuatro amortiguadores, como se muestra en la
figura. Sea M la masa del motor y o su velocidad angular. Cual sera
el valor adecuado de la constante elastica K de cada uno de los
amortiguadores para el fin propuesto?.

R. La amplitud de las vibraciones motor depende de la frecuencia de rotacién del mismo, con:

Fo/M

A((l)) = m

La fuerza maxima que experimenta el sistema de amortiguacion es Fo~K,srA, en donde K¢ es

la constante elastica efectiva de todo el sistema. Esta fuerza debe ser al menos igual al peso de
la maquina Mg. Igualando estas expresiones, tendremos:

Ey
M Fo

0)2 — (L)g Keff’

con Mw3 = Kcrf = 4K, en donde K, corresponde a la constante elastica por amortiguador.

Desde la ultima expresion, el valor 6ptimo para cada amortiguador debe ser del orden de
K, = Mw?/8.
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1.119 Sistema acoplado. Obtener las ecuaciones

dindmicas de movimiento en el sistema de

osciladores acoplados mostrado en la figura, con *1 Xz

ki = k3, ym, = 2m,. (b) calcular las frecuencias de —p L
3 o, ky ke ks ‘

los distintos modos de vibraciéon de las masas.

Suponga que las vibraciones son pequenas y que el - S— = S—

sistema oscila Uinicamente sobre el eje horizontal.

(c) calcular la relacién de las amplitudes de

oscilaciones de cada cuerpo para los diferentes

modos.

R. (a) La energia potencial elastica total del sistema es:
1, 2.1 2.1 5
U:Eklxl +Ek2(X2_xl) +Ek1X2.

Las ecuaciones dindmicas del sistema se obtienen minimizando la energia potencial:

dle(z) ou
hoy=me—7z" =

N axl(z).

Desarrollando esta expresion, obtenemos el sistema acoplado:

d?x,

mW + (k1 + kz)xl - kzxz = 0.
d?x,

2m + (kl + kz)xz - kle = 0.

dt?

Las frecuencias de vibracidn se obtienen desde la aproximaciéon armdnica con el reemplazo

d?x;
J— 2, .

T2 =~ con:

2

1\/3(k1 +ky) +\JkZ + 2k, k, + 9k3
W=
m

(c) Las amplitudes de los modos se definen como:

A k,
A,  —mw?+k, +k,

Como ejemplo particular, tomamos k; = k,

3+2V3 |k
B S poy

77



Notas de Clase: Fisica de Oscilaciones, Ondas y Optica (Version 03) | 2015

Para el signo (+) w, = 1.27\/%, mientras que el signo (-) proporciona una frecuencia de

oscilaciéon compleja. El sistema oscila en un Unico modo de vibracién con una relaciéon de

. : : A
amplitudes aproximadamente igual a A—1 = 2.6.
2

1.120 Una esfera de 3 kg cae el aire con una velocidad terminal de 25 m/s. (Suponer que la
fuerza de rozamiento es —-bv). La esfera esta unida a un muelle de constante elastica de 400
N/m y oscila con una amplitud inicial de 20 cm. (a) Cuanto vale Q? (b) Cuando la amplitud sera
de 10 cm? (c) Cuanta energia se habra disipado cuando la amplitud sea de 10 cm?

R. Si la esfera cae con velocidad terminal v;, el coeficiente de rozamiento (que depende de la
forma geométrica del objeto que cae) se puede calcular desde la relacién:

m k
b= v_g =1.176 ?g
t
(a) Elfactor de calidad es: Q = mZ)O = 29.46,con wy =/ K/m

(b) La amplitud de oscilacién en el tiempo es A(t) = Age™Yt. El tiempo en que tarda en
disminuir su amplitud de oscilacién ala mitad est = (In2)/y =3.54 s.

(c) La energia disipada corresponde al 75% de la energia inicial. La energia inicial es

%I('A2 = 8], mientras que después de 3.54 s, la energia disipada es de 6 ].

1.121 Cdlculo del Factor Q. Un oscilador amortiguado pierde el 2% de su energia en cada ciclo.
(a) Cudl es su factor Q? (b) Si su frecuencia de resonancia es de 300 Hz, cudl es el ancho de
banda Aw cuando el oscilador esta impulsado?

R. La energia de un oscilador amortiguado es: E(t) = Eje 2"t.En un ciclo, la energia del
oscilador se reduce en un 2%, por lo tanto:

E(T) = 0.98E, = Eje™ 4T,
0.98 = =217,
2yT = 0.0202.

Utilizamos la relacion entre el factor de calidad y 2yT:

41
2yT = ——==0.0202
402 -1

Despejando Q = 311.5. (b) El ancho de banda se aproxima a:

@0 _ 188496 1
Y= T 3115

1.122 Resonancia en un sistema mecdnico. Una masa M esta unida al extremo de un resorte

sin masa con una constante de fuerza Ky longitud no estirada l,. El otro extremo del resorte
puede girar libremente alrededor de un clavo incrustado en una superficie horizontal sin
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friccidn. La masa gira en un circulo con frecuencia angular (). Calcular la longitud del resorte en
funcién de la frecuencia de giro.

R. La fuerza centripeta debe ser igual a la fuerza de restitucién del resorte: K(I — l,) = MQZ?L.
De esta ultima relacion:

lo
MQZ -
1-=%

[ =

El sistema exhibira resonancia cuando la frecuencia de giro sea igual a la frecuencia natural de
oscilacion: Q = /K /M. En este caso, la longitud del resorte tiende a ser muy grande, y la ley de
Hooke pierde validez.

1.123 Vibracién de una molécula con enlace covalente. Muchas moléculas diatomicas estan
unidas por enlaces covalentes que son mucho mas fuertes que la interaccién de Van der Waals.
Ejemplos de ello son Hz, Oz y N2. Los experimentos indican que para tales moléculas la
interaccion puede describirse con una fuerza de la forma:

F = A(e—Zb(T—RO) _ e—b(T—RO))'

en donde Ay b son constantes positivas, r es la separacién de los centros de los &tomos y R es
la separacion de equilibrio. Calcular la constante de fuerza para oscilaciones pequeiias
alrededor del punto de equilibrio. Estimar un valor para4 = 4.5 x 1078 N, b = 2.7 x 101°m™1,
y Ry = 1.2 X 1071% m, asociados a la molécula de O,.

R. La aproximacidn de pequefios desplazamientos alrededor del equilibrio r — Ry = x conduce
a:
F =~ —Abx,

y la constante de fuerzaes K = Ab = 1215 N/m.

1.124 Modelo de un amortiguador de automdvil. La suspensién de un automovil puede
aproximarse por el sistema simplificado muelle-amortiguador mostrado en la figura. a)
Escribir la ecuacion diferencial que define el movimiento absoluto de la masa M cuando el
sistema se mueve a una velocidad constante v sobre una carretera de seccién transversal
senoidal como la indicada. b) Deducir una expresién para la amplitud del movimiento de M.

R. a) Sin pérdida de generalidad, la trayectoria del cuerpo puede escribirse como una funcion
senoidal de la forma:

27X

y(x) = 6, sin (T)

Si el sistema se mueve a velocidad constante v en la carretera, entonces la posicidn instantanea
del cuerpo esta dada por:

2mv

y(t) = 6, sin (T t).
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La ecuacidn general para el movimiento amortiguado de un cuerpo sujeto a una fuerza exterior
dependiente del tiempo es:

w2 b ¥ 4k = r )
dt? ac YT '

El cuerpo de masa M estd sometido esencialmente a dos fuerzas externas: la fuerza de
restitucion del resorte y la fuerza de amortiguacién. De este modo, una vez se conoce la
posicién del cuerpo en funcién del tiempo, es posible escribir explicitamente la funcion F(t)
como:

P =Ky +p 20

. (2mv 2nv 2nv
F(t) = K6m sin (T t) +b (T) 6‘m. Ccos (T t).
b) La amplitud de movimiento viene dada seguin la férmula: (w = 2nv/L)
_ Fo(w)
JE = Mw?)? + (bw)?

Ym Fo(w) = K2+ (b(‘))25m-

En esta aproximacion no se tienen en cuenta los efectos de la dimensién de la rueda, ni los
efectos de rozamiento.
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1.125 La barra AB esta unidad a una articulacién en 4 y dos resortes, cada uno de constante K.
Si h =600 mm, d =250 mm y M = 25 kg. Determinese el valor de K para el cual el periodo de
oscilacion es de a) 1 s, y b) infinito. Despreciar la masa de la barra y supongase que cada
resorte puede actuar tanto en tensiébn como en compresion.

R. Con respecto al pivote A existen dos momentos de torsidon: uno debido a la fuerza de
restitucion de los resortes, y otro debido a la componente del peso del cuerpo. El torque neto
end es:

T = —2Kd?6(~) + Mgh@ (<) = —constante X

La frecuencia de vibracion del cuerpo de masa M se obtiene desde la expresion:

constante
W= |—F

en donde I = Mh? es el momento de Inercia con respecto al punto A. El periodo de oscilacién
toma la forma:

. Mh?
= “" [2Kd? — Mgh)

Con los valores suministrados, encontramos K:
a) ParaT =1s, K =4025.65 %
b) Si el periodo es infinito, el cual implica una condicion de estabilidad vibracional,

_ Mgh

K =—_
2d?

N
=1176—.
m

1.126 Una barra uniforme AB de 3 kg estd unida en la forma indicada a un resorte de
constante elastica k = 900 N/m. Un bloque pequefio C de 0.5 kg es colocado sobre la barra en A.
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a) Si el extremo A se mueve entonces hacia abajo una distancia §, y se libera, determine el
periodo de vibracién. b) determine el valor maximo permitido de &, para que el bloque C
permanezca todo el tiempo en contacto con la barra.

0.75m

A- "2 B

1.25m

R. a) La deformacion inicial del resorte se obtiene desde la condicién del equilibrio de los
momentos con respecto al punto B

Mb
=02

en donde Mb es la masa de la barra. Al deformar el resorte una distancia adicional I'0, el
sistema experimenta un torque resultante dado por:

. l
z rf = +iMcg — kU'(8g + '0) + 5 Mbg = I”a.

i

Reemplazando A, obtenemos:
—kl'9 = IPa.

El momento de inercia del sistema es:
1
1B = (§Mb + Mc) 12,

La frecuencia de vibracion es por consiguiente:
i 14.69 d
w= |—% =14.69-
1B s
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El periodo se obtiene desde la frecuencia T = 0.428 s. b) El bloque C permanecera en todo
instante en contacto con la barra si la fuerza de restitucion maxima que éste experimenta es
menor que su peso:

—Mcw?§, < Mcg, 8y < 45.41 mm.

Asi, la maxima deformacion que admite el sistema SIN que el bloque pierda el contacto es 45.41
mm.

1.127 Péndulo Acoplado. La figura ilustra una masa M; sobre un plano horizontal sin friccion
conectada a un soporte O a través de un resorte de constante K. La masa M; esta acoplada a M,
por una cuerda de longitud L. (a) Obtener las ecuaciones de movimiento para M; y M,. (b)
Obtener las frecuencias de los modos normales para el caso M;= M= M. (c) Cuales son los
modos normales para M;= M;=My g/L >>K/M?

R. Para el bloque Mj, la ecuacién de movimiento es:

%X, _
Ml? = —KX1 + TSII]B,
en donde T eslatension del hiloy sinf = @ ~ tan 0. La tension se aproximaa T = CI\ZZS‘%,
el producto T sin 8 se reduce a M, g(X, — X;)/L.
d*X, M,g(X; — X4)
Ml F == —KX]_ + f
K M1
Para el cuerpo M,: s | ===
d*X, . Mg(X; — X1) o L
M, di2 = —-M,gsinf = -
2 X1 M:z
(b) Con la condicién d—X;'Z = —w?X;,, las
dt , X2

frecuencias de oscilacién aparecen como solucién
del sistema:

K Mg Mg

wé —— — — —_—

My ML ML (X1> _ (0)
g w2 -9 X2 0/
L L

Para un sistema de masas iguales, el sistema de ecuaciones se reduce a:

K
2 K 9 g

MT T X
QM ' sz_ g (Xl) B (8)
L L

Las frecuencias de los modos de oscilacion son:
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K 2 K \?
o= [Tt [@) + ()

. . K : . , . -
(c) Bajo la condicion %» 7 las frecuencias de las vibraciones se aproximan aw™ =0y

+ o |29

w T
1.128 Movimiento Torsional. (a) Una esfera solida de acero se cuelga en el extremo de un
alambre de acero de 2 m de longitud y de radio 1 mm. La tension critica del acero antes de
presentar ruptura es 1.1 X 10° N/mz2. Cuél es el radio y la masa de la esfera mas grande que el
alambre puede soportar? (b) Cudl es el periodo de la oscilacion torsional de este sistema? El
moédulo de corte torsional del acero es 8 x 10'° N/m2. El momento de inercia de la esfera

alrededor del eje que pasa por su centro es %MRZ.

R. (a) El médulo de Young critico se relaciona con el peso de la esfera igualando las cantidades:

Mg Mg

Yuitimate = A = Y

en donde A es el area de la seccidn transversal del alambre. Despejando M de esta expresidn,
obtenemos: M = 352.63 kg. El alambre resistira una esfera de 352.63 kg antes de presentar
fractura. El radio de la esfera es

3MA\1/3
R = (—) = 22.1cm,
4mp

con p = 7850 kg/m3 como la densidad de masa del acero. (b) El momento de torsién t para
una barra solida de longitud [y moédulo de corte o cuando se induce un desplazamiento
angular 9 es:

La inercia del sistema compuesto es la suma de las inercias de la barra y la esfera rotando
alrededor de un eje comun:

1 2 2 2
Iy = EMbarrar +§MesferaR .

La frecuencia de oscilacidn corresponde a la relacion:

L nar4_0096 r
=L, T

El periodo de oscilacion del sistema es 65.7 segundos.

1.129 Oscilaciones Forzadas. Un cuerpo de masa M esta sujeto a una fuerza resistiva del tipo -
bv pero SIN fuerza de restitucidn de tipo elastico. (a) Calcular su desplazamiento como funcién
del tiempo, considerando que la velocidad inicial es v,. (b) A t=0 el cuerpo esta en reposo. En

84



Notas de Clase: Fisica de Oscilaciones, Ondas y Optica (Version 03) | 2015

este instante se le aplica una fuerza exterior F = F, cos(wt). Hallar los valores de Ay den la
solucién en régimen estacionario:

x(t) = Acos(wt — 6).

(c) Escribir la soluciéon general [la suma de las partes (a) y (b)] para las condiciones x=0y v=0
en el instante t=0.

R. (a) Sin fuerza de restitucion elastica, la ecuacién de movimiento resultante se reduce a:

d2x(t) b dx(t)
acz M Y

la cual puede re-escribirse como: (f = b/M)
d (dx N ) _ 0
at\at TA*) =0

La solucién de la ecuacion anterior puede escribirse como:

dx
dt

+ fx = C = constante,
y su integracion directa conduce a:
x(t) = C — De Pt
La condicién de velocidad inicial define al constante de integraciéon D: D = v,/f.
Finalmente:
x(t)=C —%e‘ﬁt.
(b) En este caso, la ecuacion de movimiento se modifica como:

d?x(t) dx(t) Fy
102 + It —Mcos(wt).

Reemplazando la solucién de prueba, obtenemos dos ecuaciones simultaneas:

—w?Asind — wAB cos§ =0
2 . Fo
—w*“Acosd + wABsinéd = w
cuyas soluciones para la fase y la amplitud son:

F,
tan6=—£, A 0

w =Mww/a)2+,82.

(c) La solucién completa puede escribirse como:

Vo _
xp(t) =C — Fe Bt + A cos(wt — 6).
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Aplicando las condiciones iniciales, C = 0,y

— BF,
O7 M(w? + B2)

| |
R L

Grafica de la posicién instantanea en funcién
del tiempo con los parametros f =1 hz,
vo=1m/s, f = 0.25 sl Se observa el
comportamiento exponencial propio del
régimen transitorio en los primeros 15
segundos bajo las condiciones iniciales del
numeral (c). Después de ese intervalo de
tiempo predomina la solucién del régimen
estacionario.

1.130 Sismdgrafo. Considere un sismdgrafo simple que consiste en una masa M que cuelga
de un resorte en un marco de referencia rigido unido a la superficie terrestre, como se ilustra
en la figura. La fuerza del resorte y el amortiguamiento dependen del desplazamiento y la
velocidad relativa a la superficie terrestre, pero la aceleraciéon dindmicamente significativa es
la aceleracion del cuerpo de masa M relativa a un punto fijo. Utilizando y para denotar el
desplazamiento de M relativo a la superficie terrestre y n7 para denotar el desplazamiento de la
superficie terrestre en si misma, la ecuaciéon de movimiento es:

d’y dy
acz " Va

+ wiy =—

d?n

dt?

.

lud
M

Superficia terrestre

(a) Obtener una expresion para y (estado estacionario) sin = C cos(wt).

(b) Bosquejar una grafica de la amplitud A del desplazamiento y como funcién de la
frecuencia @, asumiendo que C es el mismo para todo @.

(c) Un periodo tipico de larga duraciéon de un sismoégrafo es de alrededor de 30 s y un
factor de calidad del orden de 2. Como resultado de un violento terremoto la superficie
terrestre puede oscilar con un periodo de 20 min y con una amplitud de tal forma que
la maxima aceleracion es de 109 m/s2. Cual debe ser el valor observable mas pequefio
de A si esto debe ser detectado?.

R. (a) La solucién en estado estacionario es:

y(t) =

Cw?

cos(wt + @),

V(@ - 0f)? + ()
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(b) cony=0.025, w3 = 1, C = 0.5, el perfil de amplitud se ilustra a continuacién:

A(w)
20+

15

10}

0.6 08 1.0 12 14

(c) Con los datos suministrados, la amplitud de oscilacién del sismdgrafo que deberia ser
detectable es del orden de 227 Angstroms.

1.131* De acuerdo con la teoria cldsica de la radiacién electromagnética, un electrén acelerado
irradia energia a una razén de

Ke?a?

c3

)

en donde K = 6 X 10° N-m? /C2, e es la carga electrénica (Coulomb), a es la aceleracién
instantanea (m/s?), y c es la velocidad de la luz. (a) Si un electrén oscila a lo largo de una linea
recta con frecuencia v (Hz) y amplitud 4, cuanta energia irradiara en un ciclo, asumiendo que el
movimiento estd descrito adecuadamente por X(t) = Asin(2nvt).? (b) Cual es el factor de
calidad Q del oscilador?. (c) Cuantos periodos de oscilaciéon deberan transcurrir antes de que la
energia se reduzca a la mitad del valor inicial? (d) Fijando un valor parav en el rango 6ptico
(i.e. para luz visible), estimar el valor aproximado de Q y el tiempo de vida media del sistema
radiante.

R. (a) La energia instantanea irradiada es: a(t) = —4m2v2Asin(2mvt).

dE _16m*Ke®A*v*
T c—35m 2nvt);

En un ciclo, la energia electromagnética promedio irradiada se calcula como:

_ (ﬁ) 1 (*/dE 8r*Ke2A?v?
=v ( ) dt = ———.
0

dt) " 2mv), \de c3

(b) El factor de calidad del sistema se obtiene desde la definicién (a la frecuencia de
resonancia):

Energia Almacenada en el oscilador

= 2m X
¢ & Energia disipada por ciclo
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conduciendo a la relacién:

) 2m%v2mA? mc3

= X = .

Q= 2 X G iR e?A%y3 ~ 2nKeZy
— a3

(c) La energia total del resonador se disipa segtn el nimero N de ciclos :

Er = Eqe ?"NT, N = (Qlog, 2)/(2n),
con yT~ g (d) En el rango de la luz roja, v = 4 x 101* Hz, el cual corresponde al valor minimo
de la frecuencia de la luz visible, Q~6.4 x 107. El tiempo de vida media es:

t NT—N 1.76 x 1078
1/2 ey .

1.132 Oscilador Forzado Generalizado*. Sobre un oscilador forzado sin amortiguamiento
actda la fuerza F(t). Hallar la energia adquirida por el oscilador durante todo el tiempo de
accion de esta fuerza, asi como la amplitud de sus oscilaciones parat — +oo, si parat - —oo el
oscilador estaba en reposo.

R. La energia adquirida por el oscilador puede obtenerse integrando la potencia instantanea:
E(+00) —E(—) = f F(t)v(t)dt,

en donde v(t) es la velocidad instantanea del oscilador. La ecuacién de movimiento es:

dZ
LOINEC]

Si utilizamos una representacion integral de Fourier de la forma:

1 o . 1 * _ .
— | X(w)e @dw, F(t =—f F(w)e @tdw,
\/271.[00 (@) ® V2T J (@)

tendremos que la relacién entre las imagenes X (w) y F(w) es (reemplazando en la ecuacién de
movimiento):

x(t) =

F(w)

M(wi — w?)

Y la transformada inversa para F (w) se escribe como:

X(w) =

_ 1 (® .
F(w) = E F(thetdt'.

Reemplazando en la relacion para x(t):

F(t )e—Lw(t t" )
x(t) = 5 Mf f ———— dwdt.

(‘Uo - wz)
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La velocidad instantdnea puede obtenerse derivando con respecto al tiempo la anterior

expresion:

) = - fo fo F(t,)(_iw)e_iw(t_tl)d dt'
v - 2nM —00 J—00 (wg_wZ) war

Utilizando el resultado de la integral con respecto a la frecuencia:

. f"" we~iw(t=t")

— — !
—— v do =me iwo(t=t'),
—00 ((1)0 w )

Obtenemos para v(t)
v(t) = ifooF(t’) e~iwo(t=t") g¢!
2M J_ '

Reemplazando en la formula para la energia total transmitida al oscilador, obtenemos:

2

1
E(+o0) —E(-0) =

f F(t)e iwott

Si se considera que la energia del oscilador E(—>) = O en el estado inicial en reposo, la

posicién de equilibrio del sistema, con F(+o0) = F, tiende a:
Fo
Xeguilibrio = —-
equilibrio ng

1.133 Hallar la energia adquirida por un oscilador sometido a la accion de la fuerza:

Fyett para t<0.

F(t) =
© {FO(Z —e™) para t>0.

La energia del oscilador es igual a E, cuando t —» —oo.

R. Utilizamos el resultado del ejercicio anterior,
integrando: 1.5

f F(t)e i@otdt

0 (o)
=F, U e(A-iwolt gy 4 2f e lwot dt
—o0 0

2F,iA?

At

e t
-fo ] wo(A? + w§)

La energia adquirida por el oscilador depende de la razén a la cual se aplica la fuerza A:
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2F22*
Mw3 (2% + wd)?’

En el caso 1 > w,, la fuerza se aplica “instantdneamente” y la energia tiende a:

E(+) = E, + 2Fg
o) = —
" Mw?

el cual evidentemente corresponde al cambio de energia potencial elastica del oscilador bajo
los efectos de una fuerza externa de magnitud 2F,.

1.134 En la figura (Vibrations and Waves, a. French, The

MIT Introductory Physics Series) se ilustra la potencia
media de entrada (P) como funcion de la frecuencia
asociada a una fuerza exterior F(t) = F, sin(wt) sobre
un cuerpo de masa M acoplado a un resorte con
amortiguamiento. F, es una constante positiva. El
factor q es lo suficientemente grande de tal forma que
la potencia media de entrada, la cual es maxima en wy,
cae a la mitad de su valor para las frecuencias entre
0.98wq y 1.02w,.

’. _——————

i
8

0980, w, 1.02w,

0Y—

Cudl es el valor numérico de Q ?. Si la fuerza exterior es removida del sistema, la energia
decrece segin la ecuacion E(t) = Eje™?". Cudl es el valor dey?. Si la fuerza exterior es
removida, cudl es el porcentaje de energia disipada por ciclo en el oscilador?.

R. El ancho de banda del sistema es: Aw = 0.04w, r/s. El factor de calidad se define como

Q= Z’—:} = 25. La constante de amortiguamiento es: y = ;)—QO = 0.02wy. En un ciclo, la energia que

4wy 2m 2

remanente es: E(T) = Ege™?" =~ Ege ©0 ~ Ege ¢ ~ Ege ¢ ~ 0.78E,, mientras que la disipada
es 0.12E,.

1.135 Un objeto de 2 kg de masa cuelga de un resorte de masa despreciable. El resorte se
extiende 2.5 cm cuando el objeto es acoplado. El extremo del resorte oscila en direccion
vertical en M.A.S. con una amplitud de 1 mm. El factor de calidad del sistema es Q =15. (a) Cual
es el wgpara este sistema? (b) Cual es la amplitud de las oscilaciones forzadas en resonancia?
(c) Cudl es la potencia promedio transmitida en resonancia?

R. (a) La ley de Hooke conduce directamente a: Kd = Mg; con d como la deformacién del

resorte.
K g r
= |== [5=198-
W

(b) Inicialmente se requiere obtener el valor de la magnitud de la fuerza maxima a la cual esta
sometido el sistema Fj. Si el sistema vibra con una amplitud A:

Fy = Mas, = Mw?A.
La frecuencia de vibracién del sistema cuando la amplitud es 1 mm es desconocida. Esta se

puede obtener reemplazando la expresion para A:
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Mw?F,
My/(0? - w§)? + 2yw)?

Fo = Mw?A = Mw?A(w) =

La expresién anterior nos proporciona una ecuaciéon para la frecuencia de vibracién del
sistema:

wZ

=1
V(@2 = 0})? + 2yw)?

cuya solucion es:
Wo

J2-1/Q%

Si el factor de calidad es suficientemente grande (Q > 1), entonces la aproximacion
w = a)o/\/f es valida. Numéricamente, w = 14 E La fuerza maxima sobre el oscilador es:

Fy = Mw?A = 0.392 N.

La amplitud en resonancia puede calcularse utilizando:

F,
a=2 % =0.75 cm.
Wo
(c) y su potencia
(P) = QFg _ L Ay = 0.0291W
T 2Mw, 2 00T '

1.136 Un sistema de péndulo forzado de 20 g de masa y 1 m de longitud oscila con un periodo
de 2.5 s y una amplitud de 26.17 cm. (a) Cudl es su factor de calidad Q7 (b) Cual es la maxima
potencia transmitida al sistema? (c) Calcular el ancho de banda.
R.(a) Q = ‘2”—;/’ Para obtener el factor 2y igualamos la amplitud del movimiento forzado con
Fy = Mw?A. La ecuacién resultante es:
_ Mw?A
My (w? — wd)? + (2yw)?

21 21
conw =—=——

Ty 2.51 £ y wog =49/l = 3.132. Despejando 2y = 2.088 y el factor Q = 1.5.

(b) Fy = 0.0331 Ny (P) = - FyAw, = 13.55 mW. (c) Aw = 2y = 2.088 1/s.

1.137* Una canica de masa M se desliza sin friccién sobre un anillo circular de radio a. El anillo
yace en un plano vertical y rota alrededor del diametro vertical con una velocidad angular
constante e igual a w. (a) Para una velocidad angular w mayor que cierta velocidad critica w,
la canica puede ejecutar pequefias oscilaciones alrededor de un punto de equilibrio estable 8.
Hallar 6, y w (b) Hallar el periodo de las oscilaciones.
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a “
-()\'o

R. (@) La componente vertical de la fuerza de reaccién normal (N) del anillo sobre la canica
iguala el peso de ésta para una posiciéon angular 6,:

Ncosf, = Mg.

La componente horizontal es igual a la fuerza centripeta que experimenta la canica en un radio
de trayectoria a sin 6,:

Nsinf, = Mw?asinf,; N = Mw?a.

El angulo de equilibrio es:

0o = cos™! (ﬁ)

De esta ultima expresion se extraer la frecuencia critica de rotacion desde la condicion:

g g
mgl; wc=\/;

(b) Para las pequefias oscilaciones de la canica, la energia total del sistema es (con el eje
positivo vertical hacia abajo):

2

1o, 1 df
E=K+U=§Mw (asin 9) +§Ma (E) + Mga cosé.

Alrededor de la posicién de equilibrio, la energia total del sistema puede expandirse en funcién
del angulo pequefio ¢ como: 8 = 6, + ¢:

2

1 de .
E(p) = Ey + EMa2 (5) + Ma(aw? cos By — g) sinf, @

1 g
2 . 24 ...
+ 2 M (a) cos(26,) - €0s 90) (ap)s + -+ +.

El término cuadratico refleja la forma de la fuerza de restitucion a lo largo del anillo:
F = —MQ?%aqp,

en donde
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0% = %cos 0y —w? cos(26,)

Q=w 1—(%)2.

1.138* Hallar las frecuencias de las vibraciones longitudinales de una cadena lineal
infinitamente extendida compuesta de a&tomos idénticos. La posicion de equilibrio corresponde
a una distancia a entre atomos adyacentes. La masa de cada atomo es M y el coeficiente de
acople entre los atomos vecinos es K.

R. Un atomo en una posicién j experimentara una fuerza neta en funcién del desplazamiento

u]-:

—{[F(ws1) = F(w)] = [F(wy) = F(wj-1)]} = Freta-

La ecuacidn general de movimiento es:

2

0°u;
M atzj = 2F () = F(wjs1) = F(uj-q)-

En el limite lineal, la fuerza es proporcional al desplazamiento:
F (uj) = —Ku;.
Planteamos una solucién periddica del tipo (solucion de Bloch):
u; = ug expli(kaj — wt)];

en donde k es un parametro caracteristico de la red y tiene unidades de inverso de distancia.
Con esta solucidn, es claro que:

Ujtq = u; exp(tika).
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Reemplazando en la ecuacién de movimiento, obtenemos:
—Mw? = —K(2 — exp(ika) — exp(—ika)).

La frecuencia de oscilacion del sistema es finalmente:

] (ka)
Sin )

el cual corresponde a la frecuencia de los modos normales de la cadena, denominados
comunmente fonones. Para una cadena de N atomos, la condicion de periodicidad se cumple si

 lak
©= M

)

Ujyng = U expli(k(aj + Na) — wt)] = u;exp[ikNa] = u;,
es decir, si
exp[ikNa] = 1.
De esta ultima relacion, puede obtenerse una expresion para el parametro k:
kNa =2nv; v=0,21,+2,+43...+(N —-1)

_va
" Na’

La frecuencia de vibracién, en términos de los posibles valores discretos del pardmetro
caracteristico v, corresponde explicitamente a:

Wy = \FﬁK|sin (%N

1.139 Un bloque de masa M esta conectado a un resorte cuyo extremo opuesto se mantiene
fijo. El sistema estd embebido en un mecanismo viscoso de atenuacion. Las siguientes
observaciones se han realizado:

i) Si el bloque es empujado horizontalmente con una fuerza igual a Mg, la compresién
estatica del resorte es h.

ii) La fuerza viscosa resistiva es igual a Mg si el bloque se mueve con una cierta
velocidad conocida u.

En el casou = 3,/gh,

a) Cual esla frecuencia angular de las oscilaciones amortiguadas?
b) Cual es el factor Q de este oscilador?
c) Si el oscilador se acopla a una fuente externa que ejerce una fuerza F(t) = Mg cos(wt),

con w = ,/2g/h, cual es la amplitud de las oscilaciones en estado estacionario?.
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R.a) Segun las condiciones dadas:

M M
b=—g; K=—g.
u h

La frecuencia de las oscilaciones amortiguadas:

_ ) (b)z_ K (b)z_ 1 1
=1%"un) T yu\am) TI g we

En el casou = 3,/gh;

_ |35g
w = ﬁ

b) Factor Q :
Mw, u

—=3.

b [gh

c) La amplitud de las vibraciones forzadas es: (y = b/2M)

Fy/M 9
= = |-—h = 0.90h.
V(@2 — 0d)? + Qwy)? 11

1.140 Una barra metalica de 0.5 m de

longitud tiene wuna secci6on transversal

rectangular de 2 mmz2. (a) Cuando a la barra

se le acopla una masa de 60 kg de un extremo, Z

ésta se extiende 0.25 mm. Cudl es el mddulo I

de Young del material de la barra? (b) Si la Y
barra es firmemente sujetada en la base y una L
fuerza F es aplicada en la direccién y en la X

parte superior de la misma (paralela al lado

de longitud b), la deformacién estatica b
producida estara dada por:

_ 413 F
CYab3 '

y

Si la fuerza F es removida y una masa M, el cual es mucho mas grande que la masa de la barra
es acoplada en la parte superior, cual es la relacion de las frecuencias de vibracién en las
direcciones y y x, i.e., las vibraciones paralelas a las longitudes by a?.

R. (a) El médulo de Young se estima desde la formula: (W-peso acoplado)

Y —WL 5.88 x 1011 N
abé m?2

(b) La energia elastica almacenada en la deformacion de la barra es:
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Esta energia se transfiere a la energia de movimiento del cuerpo de masa M a lo largo del eje y:

1
U= 3 Mw?y?,

con una frecuencia de vibracién asociada igual a:

Yab3
©y = amr3

En un procedimiento similar, la frecuencia de vibracion del cuerpo de masa M a lo largo del eje
xes:

Yba3
“x = 1M

Larelacion wy/wy se obtiene como:

(A)y_b

Wy a

1.141 Una pieza semicircular homogénea se mueve con M.A.S. sobre una superficie horizontal
sin deslizarse. Determinar la frecuencia de oscilaciéon para amplitudes pequeiias.

R. Si la densidad lineal de masa del semicirculo es 4
! (constante), el elemento de masa es dM = ARdf y la
' 0 posicion del C.M. se obtiene desde:

Zey = lngz GldG—ZR
1 CM_M_% COoS —T[.

El momento de inercia con respecto a O esl, = MR?, y con respecto al centro de masa,
utilizando el teorema de ejes paralelos:

Iy =1y — MZ%, = MR? 1—i
cm — 1o cM — x2)

Tomando como referencia el angulo de movimiento ¢ con respecto a la superficie de contacto C
y en la aproximacion de pequefios desplazamientos, obtenemos el maximo valor de la energia
cinética rotacional:

1 2102 1
Tnax = E[ICM + M(R — ZCM) ]¢max = E[IC](pmax'

mientras que el valor de la energia potencial gravitacional con respecto a la superficie de
contacto C:

96



Notas de Clase: Fisica de Oscilaciones, Ondas y Optica (Version 03) | 2015

2 2
U(p) =Mg(R—Zcycosp) =~ Mg <R —Zem <1 _%)) = U, + MgZZCM¢ ’

en donde U,, corresponde a la energia potencial gravitacional en equilibrio. El principio de
conservacion de la energia para el M.A.S. satisface la relacion:

Tnax + Unin = Tmin + Umax

con Tppin = 0y Upin = Uegq. Por lo tanto:
1 2
Tmax = Umax — Ueq = EMgZCM(pmax

1 5 1 )
E [IC](;bmax = EMgZCMd)max;

Utilizando la definicién ¢y,qp = ©@mayx finalmente se obtiene la frecuencia de vibracién del

cuerpo:
1 g g

- / 9 — 0.9359 /—.

= [@m=2)R R

Esta técnica se basa en el principio de Rayleigh.

1.7 Oscilaciones Eléctricas*

En un circuito Inductor-Capacitor (LC) acoplado y sin pérdidas 6hmicas, se presenta un
fenémeno de oscilacion de la carga instantanea circulante en el sistema. Si la carga inicial en el
condensador es Q, y la densidad de energia magnética en el inductor es cero, al conectar estos
dos elementos existira una variacion negativa de la energia potencial electrostatica
almacenada en el condensador que debe ser igual al cambio positivo de la energia magnética
en el inductor. Matematicamente, expresamos estas dos energias como,

2 2
q L (dq
Uc(q) = T U, = E(E) :

Calculando las variaciones, obtenemos:

_dUc _ _adq v, _ dq(d%q
de? )

dt  Cdt’ dt dt

Igualando estas dos expresiones, obtenemos

dq( d*q q
A2 ) o,
dt( a2 ' e 0

La ecuacidn para la oscilacién de la carga toma la forma tipica de un sistema M.A.S:
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cuya frecuencia es w = 1/vLC y la solucién correspondiente es q(t) = Q, cos(wt). La energia
total que se transfiere en el circuito es evidentemente Uy = Q2/2C, mientras que la energia
magnética maxima puede escribirse como U, = Lw?Q3/2, y la corriente maxima que circula es
w Q. Los efectos de radiacidn electromagnética han sido ignorados. Es posible demostrar que

2
VLC tiene unidades de tiempo en segundos, si L se mide en Henrios (H) (1IH=1V. cOuslomb)’ yC
en Faradios (F). (1F =1 Cou:;mb ).
s? Coulomb
VLC = |1V. X =4s?2=1s.
v Coulomb \' s s

Un elemento de carga oscilara por consiguiente con un periodo de 27 (s) en un circuito LC, con
L=1H y C=1F.

Oscilador eléctrico con amortiguamiento: Circuito RLC Serie

Los efectos disipativos tienen lugar en este sistema cuando se introduce una resistencia R (€2)
conectada en serie con el inductor y el capacitor. En este caso, la ecuacién para la dindmica de

la carga eléctrica es:
d’q Rdq q
—+-——+—=0.
acz "Tde T Lc

En esta ultima expresion se puede observar que la constante de amortiguamiento es:

. — 1 I
y que la frecuencia de las oscilaciones naturales es w =7 En la siguiente tabla

comparamos los parametros fisicos del oscilador eléctrico y el oscilador mecanico:

Oscilador Mecanico Oscilador Eléctrico
Masa (M) (kg) Inductancia (L) (Henrios)
Constante elastica (K) (N/m) Inverso de la capacitancia (1/C) (F1)
Coeficiente de amortiguamiento b (kg/s) Resistencia Eléctrica R (Ohms) ()
Desplazamiento instantaneo x(t) (m) Carga instantanea q(t) (Coulombs) (C)
Oscilador Forzado

Al conectar en serie una fuente exterior de voltaje variable en el tiempo en forma armoénica
Vycos(wt), la ecuacion resultante para la dindmica de la carga es:

98




Notas de Clase: Fisica de Oscilaciones, Ondas y Optica (Version 03) | 2015

d’¢ Rdq q V,
Tt - -t t),
a2 TTa T1e 7 cosen

en donde w es la frecuencia de la fuente exterior. La potencia media absorbida por el circuito
es:

Rw?V¢
[L2(w? — w3)? + R2w?]

P =3

cuyo valor a la frecuencia de resonancia es:

<P>w:w0 - ﬁ
(*) Material Opcional.
MOMENTOS DE INERCIA DE OBJETOS UNIFORMES
Objeto Eje de Geometria Momento
Rotacion
R
Disco Sélido Central ,!-w"’“/ T 1 MR?
\J 2
’l
R
“ 3
Disco Sélido Borde E M R2
Ay
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[5G, - 2 + bZ)
Disco Hueco Central b 8N 2 M(a
&
'
S "-‘-—“/
P e
. Tty 1
Cilindro hueco Central i = | —M(a? + b?)
| = 2
-
'
3 ‘-—!-—/
“ t.':.‘ 1
Cilindro Sélido Central i % | — MR?
3 _‘_:/?
1
- 3
Cilindro Sélido Superficie — MR?
2
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> " 4
\ [
"1 3

Capa Cilindrica Central : 3 MRZ
Hueca = |
& _:,_' £
C Cilindri
apaHl:;:a riea Superficie 2M RZ
- ',/ R 3 ';\_'_,.—-— 2
Esfera Sélida Central _!i, B - ) 5 MR?
Y \.\‘\
- ',J’ R -'.;‘-—-‘ 2
Esfera Hueca Central _!__ [\ L 12 ,'; — MR?
V' 3
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5
Esfera Hueca Superficie —M R2
§| == 3
\.1
\
R!
‘ 7
Esfera Sélida Superficie — MR?
f - >
\.1
\
If
Anillo Eje central ,j_w""" MR?
\.’ N\
AR
e LB 1 1
] Transversal por S al
Anill ! =MR? + — Mw?
nrro su didmetro \w \ ,“’ 2 MR™ + 12 Mw
\\ \‘—I//v
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. 1 s ~ X
Placa Transversall por t 1 M(d® + b?
Rectangular |el centr " 12 (a® + b%)
P t i
Placa or su centro, en ; = 1
Rectanaular el plano de la '_‘_L_ = — ML?
g placa \J | 12
, I
Eje T 1
Barra Delgada |perpendicular a __tl_, — ML?
su centro \J 12
L 1
Barra Delgada Uno —de sus —ML?
extremos 3
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2. ONDAS MECANICAS

2.1 Introduccion

En esta seccién realizaremos una primera aproximacion al concepto de onda mecanica en una
dimensién (1D). Una onda es usualmente considerada como una perturbacion en el espacio que
puede propagarse en un medio a cierta velocidad, con transporte de energia y momentum sin
transporte de masa. Una perturbacién se considera como una variacion del estado (de
equilibrio) de un sistema fisico debido a un agente exterior. Este cambio de estado puede
producirse instantaneamente o de forma continua con cierta frecuencia o razén de cambio. El
medio perturbado responde al agente exterior cambiando su configuracién original o de
equilibrio. El patrén de configuraciéon resultante corresponde a una reorganizaciéon de las
particulas que componen el medio. La descripcion del patréon ondulatorio en un medio
continuo puede darse través de las siguientes caracteristicas fundamentales:

i) Longitud de onda A: Distancia minima entre dos puntos del patrén ondulatorio que
se comportan idénticamente (metros).
ii) Frecuencia f: Razo6n en el tiempo en la cual la perturbacidn se repite (Hz).

iii) Velocidad de propagacién v = Af (metros/segundo).
2.1 Dinamica del Movimiento Ondulatorio

Se describe la dindmica ondulatoria en tres casos particulares en diferentes medios:

i) Un hilo tenso uniforme.

ii) Una columna de gas en equilibrio térmico.

iii) Una barra uniforme con seccién transversal uniforme.
i) Hilo tenso uniforme

Consideremos un segmento de hilo de longitud Ax, masa Am cuyos extremos
estan sometidos a tensiones T; y T,, como se ilustra en la figura. La componente
vertical de las tensiones Ty, y T, poseen direcciones opuestas y pueden
describirse segun las proyecciones con respecto a los angulos formados con
respecto al eje horizontal 8, y 6,:
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sz = TZ sin 92,
le = T1 sin 91.

La componente “neta” de la tensién que experimenta el segmento de cuerda
sobre el eje vertical se aproxima para desviaciones pequeiias por:

T, =T,sin0, — T, sin6; = T, tan 6, — T tan 6.

La tangente de un dngulo evaluada en un punto corresponde a la pendiente de

la curva en ese punto:
ay
t 9 - <_> ’
an 0, ax),

dy dy
n=(5), -7 (50),

Consideramos dentro de esta aproximacion que las tensiones en los puntos 1y
2 permanecen constantes y uniformes en todos los puntos. Asi, la tension
resultante en direccion vertical es proporcional al cambio de pendiente entre
estos puntos:

por consiguiente:

=), - G =)

Esta fuerza “vertical” debe igualarse, de acuerdo a la segunda Ley de Newton, a:

2%y oy
Amﬁ = Ty =TA (a)

Si consideramos que el segmento de masa Am posee densidad de masay,
entonces:

Am = ulAx.
La ecuacion anterior se reduce a:
%y A 0y
i)
ot? Ax \0x

Aplicando el limite para Ax tendiendo a cero, el diferencial se aproxima a una
derivada con respecto a la coordenada x:

Oy _ %

‘uﬁ T 9x?

La forma generalizada de la ecuacion de onda en una dimensioén es:
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Py _ 20

— =7 )
ot? d0x?

desde la cual se deriva la relacion para la velocidad de propagacion de la onda
en términos de la tensién de la cuerda y la densidad lineal de masa:

T
v= |-
U

ii) Columna de Gas en Equilibrio Térmico

El modelo de la propagacién de ondas en un recipiente “unidimensional” que contiene un gas
en equilibrio termodinamico puede describirse partiendo desde la relacion entre la presién y la
densidad del mismo:

p=f(p)

en donde f (p) es una funcion general que describe la dependencia con la densidad de masa del
gas. Para el caso de un gas ideal a temperatura constante f(p) < p, mientras que para un gas
en condiciones de equilibrio adiabatico f(p) « pY, en donde y es el coeficiente adiabatico el
cual depende de la relacion de los calores especificos ¢, y ¢,.

Compression

BA Rarefaction

bk R — (<)

l /ompression ompression
B A Rarefaction Rarefaction

S

— —

= ==
La propagacion de las ondas produce fluctuaciones de alta y baja presion denominadas
compresiones y rarefacciones, éstas se forman en la direccién de propagaciéon de la onda. El
cambio de presiéon puede escribirse en una aproximacién lineal como:

(d)

0
P =po+t (%)po (0= po) + +

en donde p, y po corresponden a la presion y la densidad del gas en equilibrio. La relacion
entre la densidad del gas en equilibrio y los desplazamientos de las capas moleculares en la
posicion x, u(x, t), surge desde el principio de conservacion de la masa:

poSdx = pS(du + dx),

en donde S es la seccidn transversal del recipiente. En forma equivalente:
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- ouy Fo ax)’
(1+3%)
a_u

para pequeiias deformaciones —. Combinando las expresiones anteriores,

P = Po~ Po <a];§)p)> (g—z>,
Po

_6];(pp)) es el médulo de compresibilidad volumétrico.
Po

ox’

en donde B = p, (
El cambio de presién en una capa molecular produce una fuerza resultante:

0%u

SAp = —poSAX —-.
p Po xatz

En el limite Ax — 0, obtenemos la ecuacion de onda para el desplazamiento molecular u(x, t):

dp 0%u 0°u 1 9%u

ax -~ Mo 9x2  v29t?’

_ fB _ (af(p))
v = _— _—
Po o ),

La velocidad de propagacién de las ondas en un gas ideal a temperatura T, utilizando la
ecuacion de estado:

con

p = (p/M)RT,
conduce a:

en donde M es la masa molecular del gas ideal. Para un gas en condiciones adiabaticas a

temperatura T es:
YRT YDo
V= |—= |—.
M Po

La transferencia de momentum por unidad de longitud asociado al cambio de densidad local es:

_ S(’)uau

Nivel de Intensidad Considere una onda longitudinal (de compresién) de longitud de onda A
que viaja con velocidad v en direccién +X en un medio con densidad p. El desplazamiento
molecular en el medio u(x,t) se describe por: u(x,t) = uy sin(kx — wt). La maxima variacion
de presion asociada la propagacion de la onda se obtiene desde:
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0 = B ou(x,t)
px,t) = Ppo R
El cambio de presidn es, por lo tanto:
odu(x,t
Ap =p(x,t) —po = —B¥ = —Bku, cos(kx — wt).

0x

El méaximo cambio de presién es entonces: Apy = Bku, = 2nA~1pv?u,. La intensidad
promedio, en términos del maximo cambio en la presion, se calcula como:

A
(I) = ( pM) = 2m22 % pv3u.
2pv

La definicién del nivel de intensidad en decibelios (dB) es

B = 10logq, << >> (dB)
Iy

en donde [, corresponde a la intensidad del umbral de audicién promedio del oido humano:
10-12 W/ma?. Si el umbral del dolor se considera alrededor de 1 W/m?, el nivel de intensidad

tolerable por el oido humano antes de experimentar sensaciéon de dolor es alrededor de 120
dB.

100

20

il

40

Intensidad (dB}

20

n 50 100 500 1000 Gooo 10,000 20k
Frecuencia (Hz)

Nivel de intensidad (dB) como funcién de la frecuencia (Hz) (escala logaritmica). Se denotan las regiones
del umbral de audicién y del umbral del dolor.
http://www.anarkasis.net/pitagoras /730 sensibilidad oido/Intensidad%20y%?20frecuencia.gif

iii) Barra Homogénea

Considere un cilindro delgado homogéneo de seccidn transversal Sy densidad volumétrica de
du(x,t)

masa pg. La deformacion de los segmentos de la barra, denotada por "

fuerza por unidad de area aplicada perpendicularmente:

, es proporcional a la
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o
W T @

En la region (1) la fuerza sobre la superficie esta dada por:

F ou(x,t
_ p D

S 0x

en donde E es el mdédulo de Young de la barra. En la regién (2), en una posicién x + Ax, la
. o d
fuerza dentro de la aproximacion lineal es: F + %Ax. La fuerza neta sobre el segmento Ax es:

oF Ay = SE 2%u(x, t) A
ax T 0x2 X

Segun la segunda ley de Newton, la dindmica de las deformaciones se define segtin la ecuacion:

2%u(x, t)

SA
Po X atz

La ecuacion de onda correspondiente es:

0%u(x,t) 1 0%u(x,t) _|E
ax2 ¢z otz ’ €= Po

¢ definida como la velocidad de propagacion de las ondas longitudinales en una barra. Algunos
valores pueden encontrarse en la siguiente tabla:

Material E(x101'N/m?) | p, x 103kg/m3® | c(m/s)

Al 0.70 2.70 5091.8
Cu 1.25 8.94 3739.3
Fe 2.06 7.87 5116.2
Acero 2.00 8.0 5000.0

2.3 Energia Transmitida por una Onda Mecanica

Tomaremos el resultado del modelo anterior con el propoésito de obtener una expresion para la
energia transmitida en una onda mecanica, en términos de su velocidad de propagacion y sus
parametros caracteristicos de frecuencia, longitud de onda y amplitud de vibracién, entre
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otros. Una onda viajera armoénica en direccion positiva de X puede construirse
matematicamente como:

y(x,t) = Asin(kx — wt),

el cual es solucion de la ecuacion de onda

=V

a2 " ox?

La densidad de energia cinética (energia por unidad de longitud) asociada a la onda se define

por:

1 ay\* 1
K= FH ((%) = E,uwZAZ cos?(kx — wt),

mientras que su valor promedio temporal es:

_ 1
K = Z,ua)zAz.

Analogamente, la densidad de energia potencial elastica se define como:

1_oy\° 1 a1
V= ET (6—3:) = E,uvz (6—3:) = Euvzszz cos?(kx — wt),
mientras que su valor promedio temporal es:
_ 1
V =-pnw?A?
41

La densidad de energia mecanica promedio transmitida por la onda es por consiguiente:

_ 1
E= E#szz QD)

El calculo de la potencia promedio se obtiene desde el producto de la densidad de energia
promedio y la velocidad de propagacién de la onda:

=l

_ 1
=vE = Eywszz (W)
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2.4 Momentum Transmitido por una Onda Mecanica

Es posible obtener una expresion para la densidad del momentum examinando el movimiento
longitudinal de la cuerda, especificado por la componente del desplazamiento que ocurre
cuando existe una onda transversal. La componente horizontal puede aproximarse a:

Ty — T1x = T(cos 6, — cos B,).

Para pequenas desviaciones del d&ngulo 8, tendremos:
T ., ) T
_5(92 —01) = —5(92 +61)(0; — 61) = —TOAG.

Bajo la aproximacién 6 = %, la fuerza longitudinal que experimenta el segmento de longitud
Ax es

dy 0oy 9%¢
T lox = Mg

en donde ¢ es el desplazamiento horizontal del segmento. La ecuacién de movimiento
longitudinal, en el limite de Ax — 0, toma la forma:

dya’y = 0%
oxoxz  Porz

el cual indica que el segmento de cuerda debe “estirarse” con el fin de reacomodar la distorsién
resultante de la onda transversal. El momentum longitudinal adquirido por el segmento de
cuerda puede obtenerse integrando la fuerza resultante por unidad de longitud

G—H dxdt = — fnyazddt
atzx

Intregracién por partes conduce a:

f —dx—fgxdx.

dyd®y T dyd*y  dyd’y
oxox?  vioxaez Moxacr

Nétese que

Ast:

dy 0’y 0%

dx at2  At?’

0§  0dyady

at  dx dt

La cantidad
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dy dy

Ix = —Maa

puede interpretarse como la densidad del momentum localizado en la direccién X asociada a la
con la onda transversal. Una relacién con el flujo de energia P se obtiene comparando las
expresiones anteriores a través de:

P =v?g,.

Una ecuacién de esta forma que relaciona el flujo de energia y la densidad del momentum se
mantiene en general para ondas que viajan en un medio lineal e isotrépico.

ALGUNAS FORMULAS IMPORTANTES EN ONDAS MECANICAS

0%y 109%
Ecuacién de Onda 1D ax2  v2 9t>

y = Asin(kx — wt + @)

Solucion Arménica kv=cw k= G2
' A
Velocidad de Propagacion medio Continuo Prop. Elastica
(Férmula Genérica) V= |Prop. Inercial
B
Velocidad de Propagacion = %

(Onda Sonora Longitudinal)

B — Moédulo de Compresibilidad
Volumétrico.
po — Densidad del gas en equilibrio.

v= |—
U

T — Tension.
u — Densidad Lineal de Masa.

Velocidad de Propagacion
(Onda Transversal, Cuerda Tensa)
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Velocidad de Propagacion
(Onda Longitudinal en una barra)

E
v= |—
Po

E- Médulo de Young.
po- Densidad de Masa de la barra.

Velocidad de Propagacion
(Onda Transversal en una Barra)

G
v= |—
Po

G- Médulo de Corte.
po- Densidad de Masa de la barra.

Velocidad de Propagacion
(Onda longitudinal en un Resorte
homogéneo)

k L

M

k- Constante de restitucion
M- Masa del resorte.

L - Longitud original (sin deformar).

v =

Potencia Instantanea de una Onda en una
Cuerda

1 0y\*> 1 /0y\°
P—”[z”(a) +37(52)

Potencia Promedio (por unidad de longitud)
transportada por una onda en una cuerda
tensa.

2.5 Ondas Estacionarias en un Hilo Tenso

Un patrén de onda estacionaria se forma en un hilo tenso cuando dos o mas ondas interfieren
simultdneamente. La descripcion mas simple posible consiste en considerar dos ondas
armonicas que viajan con la misma amplitud, frecuencia y longitud de onda, pero en
direcciones opuestas. La onda resultante es la superposicidn de las ondas individuales:

vy (x,t) = Asin(kx — wt) + Asin(kx + wt) = 2A sin(kx) cos(wt).

Yr(L: t) =0,

113

Los valores maximos que pueden adquirir los segmentos del hilo son iguales a +24
(antinodos), mientras que los valores minimos de los mismos son iguales a cero (nodos). En un
hilo de longitud finita e igual a L, con extremos fijos, debe cumplirse la condicidn:

el cual implica que para cualquier instante de tiempo t, el desplazamiento del segmento de hilo
localizado en x = L sea cero. Asi:
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sin(kL) = 0,

y las soluciones para el vector de onda k estan discretizadas en niimeros enteros de /L, i.e.:
nmw
k= T, n= 1,2,3, ey

El caso n = 1 corresponde al modo fundamental de vibracién con frecuencia

mientras que los modos de vibraciéon con n > 1 usualmente se denominan armdnicos. Es facil
determinar la frecuencia de los armonicos de vibracién en términos del modo fundamental a
través de la relacion:

v

fa=nf1 = nﬁ-

Los perfiles de las ondas estacionarias se aprecian en la siguiente figura:

f, N
= Fundamenia ——==> 1
f2=2'1

2
T
S>>
SOOOOS:

KKK KD 6

La distancia entre dos nodos o antinodos consecutivos es > mientras que la distancia entre un

;

: . A ,
nodo y un antinodo consecutivo es o en cualquier caso.

Demos:

http://www.youtube.com /watch?v=iUNIoGvwvh0
http://www.youtube.com/watch?v=G11YIFH kk&feature=related
http://www.youtube.com/watch?v=MCV1xrPNVzE&feature=related

2.6 Reflexién y Transmision de ondas.
Desarrollaremos esta seccién utilizando como ejemplo (sin pérdida de generalidad) el estudio
de una cuerda sometida a una tensién T que consiste en dos secciones con densidades lineales

de masa y, y Uy, asociadas al segmento izquierdo y el derecho con respecto a un punto x=0.
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Considere la posicién x = 0 como el punto en donde se unen las cuerdas. Una onda armdnica
yi(x,t) = A; cos(kix — w4t) parte desde el extremo izquierdo de la cuerda. Cuando ésta llega
al punto de unidn, parte de la onda se refleja y parte se transmite. Si la ecuacién de la onda
reflejada es y,.(x,t) = A, cos(k;x + w;t) y la ecuacion de la onda transmitida y,(x,t) =

Apcos(kyx — wyt), y wg = Wy,
(a) Demuestre que la relacién entre las amplitudes de las ondas reflejada y transmitida son:

A =Kk, = 2k
LA £ kytky

(b) Demuestre que si py,; = o, (en este caso se considera y, como una frontera rigida)
Ay = 0,A, = —A;. (c) Escribir una expresién para la onda resultante en el lado

izquierdo de la frontera.

R
(a) Enx =0, los desplazamientos en el segmento izquierdo y derecho son iguales, i.e.:

VitV =Vt
A+ A, = A (1)

dado que la frecuencia de vibraciéon de los elementos en la cuerda es la misma
w4, = w,. Aplicamos la condicién de continuidad en la derivada a ambos lados de la

union:
). =)
0x/ x=0- -~ \ox x=0*

En el lado izquierdo:

(%) = (—k44; sin(k;x — wt) — k1A, sin(k;x + wt))o-
o-

Mientras que en el lado derecho:

dy :
(a)m = (—kyA; sin(k,1x — wt)) g+

Evaluando en cero e igualando, tendremos:

—k,A; sin(—wt) — k1A, sin(wt) = —k,A; sin(—wt).
Teniendo en cuenta que la funcion sin(wt) es una funcién impar, entonces:
klAl - klAT = kZAt' (2)

Resolviendo simultidneamente para A, y A; en términos de A; desde las ecuaciones (1)
y (2), tenemos:

kiA; — kiAr = k(A +4;);0 A = ke

ke

_k .
+k1 A;. Reemplazando para 4, se obtiene:
1
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4= 2k,
E Tk, Ky

A;,

el cual completa la demostracion.

(b) Sip,; — oo, la velocidad de la onda en el segmento de la derecha es cero, y
k, = vﬁ — oo, Esto se interpreta como que el nimero de onda en el segmento 2 es
2

mucho mayor que el nimero de onda en el segmento 1, y la amplitud de la onda
transmitida es cero A; = 0, mientras que la amplitud de la onda reflejada es
AT = _Ai'

(c) La onda resultante en este caso es:

y(x,t) = A; cos(kyx — wt) — A; cos(kyx + wt) = 2A4; sin(k,x) sin(wt),

el cual corresponde al patrén de una onda estacionaria con uno de sus extremos fijos
localizado en x = 0.

EJEMPLOS: ONDAS MECANICAS Y
SONORAS

2.1 Una cuerda de L=2 m de longitud y m = 4 g de masa se mantiene horizontalmente con un
extremo fijo y el otro soportando una masa de M = 2 kg. Hallar la velocidad de las ondas

transversales de la cuerda.
T M Mgl m
v=\F= /—rﬁg - ’—g — 98.99—.
U T m S

R. Utilizamos

2.1’ Dada la ecuacién de onda y(x,t) = 2 sin(2n(0.1x — 5t)), en unidades S.I., determinar (a)
La longitud de onda, (b) la frecuencia, (c) el periodo, (d) La velocidad de propagacién (e) la
amplitud, (f) La direcciéon de propagacioén, (g) Escribir una expresién para una onda que sea
idéntica pero que se propague en sentido opuesto.

R. (@) A=10m, (b) f=5r/s,(c) T=0.2 s, (d) v = Af = 50 m/s, (e) A=2 m, (f) Sentido Positivo del
eje X, (g) y(x, t) = 2sin[2m(0.1x + 5t)].

2.2 Los extremos de una cuerda de 2.4 m de longitud y 0.19 kg de masa se fijan de modo que se
mantiene estirada con una tensioén de 122 N. Cudl es la frecuencia de una onda estacionaria con
tres antinodos?

R. Con Tres antinodos, la longitud total de la cuerda es igual a:
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L—3/1
=34

Por consiguiente: 4 = 1.6 m. La frecuencia de este modo de vibracion es

—1>< T—lx TL—2454H
A0 W T T A

2.3 Un alambre acoplado a un vibrador de 120 Hz exhibe ondas transversales de 31 cm de
longitud de onda a lo largo de él. (a) Cual es la velocidad de las ondas en la cuerda? (b) Si la
tension en la cuerda es 1.2 N, cudl es la masa de 50 cm de cuerda?

f:

>

R. (a) La velocidad de propagacién de las ondas es:
m m
v=Af =0.31x120 5= 37.2?.

(b) La densidad de masa de la cuerda se relaciona con la tension y la velocidad de propagacion
de la onda como:

_r__12 —867><10‘4kg
K== @iz =% m’

En 50 cm de cuerda, la masa de la misma es:

k
M = uL = 8.67 X 10_4% X 0.5m = 4.33 X 10~ *kg.

2.4 Onda en un sistema con tension variable. Un cuerpo de
masa M se suspende verticalmente de una cuerda de masa
m, longitud L y densidad lineal de masa p. Demuestre que un
pulso transversal recorrera la longitud de la cuerda en un L m
tiempo

t:2F<—M>' =,
g Vm

R. La tension en la cuerda cambia punto a punto segun la formula:

T(y) = Mg +mg (1-7)

tomando y = 0 como el extremo superior. La velocidad de propagaciéon del pulso puede

definirse como:
vy = [TO)_ D
Y U dt’
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fdt—\/_f oo :J%(\/m—m),

. s a7 . m . .
el cual corresponde a la definicién en el enunciado, con u = T Para M=0, (sin carga aplicada)

el tiempo que requiere un pulso para viajar desde un extremo al otro es:

L
t"=2 |-
\g

el cual no depende de la densidad de masa u.

2.5 Una onda transversal que se desplaza en una cuerda se representa por y(x,t) =
0.42 sin(7.6x + 94t), en donde y, x estan en metros y t en segundos. Determine para esta onda:
() la longitud de onda, (b) la frecuencia, (c) la velocidad, (d) amplitud, (e) la rapidez maxima y
minima de las particulas de la cuerda, (f) la tensién aplicada siu = 3.3 x 10™*kg/m. (g)
Estimar la potencia promedio transmitida por esta onda.

R. (a)/l——— 0.83 m. (b)f— = 14.96 Hz. (c)v—2=:—z= 12.37 ?.(d)A =0.42m, (e)
Vmax = WA = 39.5 ? Vpmin = 0. (f) T = uv? =0.05N.(g) P = %,ua)szz =3.18W.
2.6 Onda Transversal. Dos puntos sobre una cuerda son observados como ondas viajeras

que pasan a través de ellos. Los puntos estan localizados en las posiciones x1=0 y x2=1 m. Los
movimientos transversales de los dos puntos estan descritos por las ecuaciones:

y1 = 0.2 sin(3mt),
vy, = 0.2sin(3nt + w/8).

(a) Cudl es la frecuencia en Hz?
(b) Cual es lalongitud de onda?
(c) Cudl es la velocidad de propagacion de la onda?

R. (a) La frecuencia es 1.5 Hz. (b) La longitud de onda se obtiene desde la diferencia de fase
asociada a los dos movimientos: A¢p = /8. Esta diferencia de fase se debe a la diferencia de
recorrido de las ondas entre dos puntos:

A —ZnA
¢ = 7 T.

La longitud de onda esA =16 m. (c) v = Af = 24 m/s. La diferencia de fase entre estos dos
puntos es:

“—=Ap=2nm+

e I

Las soluciones fisicamente posibles para las longitudes de onda son:
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16

A=——0, n=123..
16n -1
para una onda viajando hacia la derecha “positivamente”, mientras que si la onda se propaga

“negativamente”:
16

A=— —0123..
en+1 "

Las velocidades posibles de la onda son: v = —24 m/s, +§ m/s..etc.

2.7 Un tablén se coloca sobre un pozo de 5 m de ancho. Una estudiante se sitiia en la mitad
del tablén y comienza a saltar verticalmente de modo que salta dos veces por segundo. El
tablén oscila con una amplitud que es maxima en su centro. (a) Qué rapidez tienen las ondas
transversales en el tablén?. (b) Con que ritmo deberd saltar la estudiante para producir
oscilaciones de amplitud grande si estd parada a 1.25 m del borde del pozo?. Las ondas
estacionarias formadas tienen nodos en los dos extremos que descansan en el suelo a cada lado
del pozo.

R. (a) La frecuencia de oscilacién inducida al tablon es 2 Hz. Si la amplitud es maxima en su
centro, el modo fundamental y la frecuencia estan relacionados por:

v

f1:ﬂ-

La velocidad de propagacion de las ondas transversales formadas es: v = 2f;L = 20 ? (b) En

una posicién localizada a 1.25 m (L/4) de uno de sus extremos debera formarse un antinodo,
que corresponde a una frecuencia minima de vibracién igual a 2f;, (dos antinodos localizados
a 1.25 m a cada lado del borde del pozo, y un nodo en el centro). La estudiante debera saltar a
razén de 4 veces por segundo (4 Hz).

2.8 Una cuerda de longitud L, 1a cual esta fija en sus extremos y tiene una tensién T, se
separa una distancia h desde su centro y luego es liberada. (a) Cual es la energia de las
oscilaciones subsecuentes? (b) Qué tan frecuente reaparecera la forma ilustrada en la figura?

Ty
L
W

R. (a) Asumiendo que la tensién permanece constante e igual a T, el trabajo realizado para
deformar la cuerda desde su posicion inicial es:

h h h
W=—f T-dl=2] Tcos¢dy=2Tf
0 0

" (3)
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El cual puede aproximarse a W~2Th?/L, para valores pequefios de h. El trabajo realizado
sobre el sistema es igual a la energia potencial eldstica total que adquiere el mismo.
(b) En el modo fundamental vibracién, se cumple para el nimero de onda:

n  2nf
ki =—=——

) v
Considerando v = /TL/M, el inverso de la frecuencia de oscilaciéon corresponde al periodo de
la onda:

2.9 Onda Estacionaria I. Una onda estacionaria puede describirse a través de la expresion
Y(x,t) = 4.8 x 1073 sin (:—6) cos(130t) (x, Y y t en metros, t en segundos). Determine la

amplitud, la longitud de onda y la velocidad de las ondas viajeras que se combinan para formar
esta onda estacionaria.

R. El perfil de la onda estacionaria surge de la combinacién de las ondas incidente
(propagandose en direccion +X) y reflejada (direccion -X):

Y(x,t) = Asin(kx — wt) + Asin(kx + wt) = 24 sin(kx) cos(wt) .

La amplitud es por consiguiente 24 = 4.8 x 1073m; A = 2.4 X 1073m. Longitud de onda
w

A=2m/k.A = 22.61 m. Velocidad de las ondas viajeras: v = ~ = 468 m/s.

2.10 Ondas en un tubo. Un diapasén resuena con la columna de aire de una botella de
refresco, cuando el nivel del liquido en la botella es tal que deja una columna de aire de 50 mm
de longitud, y se escucha de nuevo cuando la columna es de 70 mm. Cudl es la frecuencia de
vibracion del diapason?. Tomar la velocidad del sonido como 348 m/s.

R. Las longitudes del tubo asociadas a las resonancias son:

v 3v 5v
Af’Af"Af T
Entre dos longitudes consecutivas cualesquiera tenemos: AL = zv_f
La frecuencia del diapasén es: f = Lo 388 8,700 Hz.
2AL  2%0.02

2.11 Onda Estacionaria II. Una esfera de masa M estad sostenida por una cuerda que pasa
sobre una barra horizontal de longitud L. Si el angulo formado de la cuerda con la barra es 8 y
la frecuencia fundamental de las ondas estacionarias en la cuerda es f, calcular la masa de la
cuerda.
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A
v

L @

R. La frecuencia fundamental de vibracion de la cuerda es:

_ v
T 2L

f

La velocidad de propagacion de la onda en la cuerda depende de la tension de la cuerda y la

densidad lineal de masa:
r 2L’ f
v = —_ = ;
u

_ T _m
VYT TR
en donde m es la masa de la cuerda debe satisfacer:

_ T _ Mg _ Mg
T 4L'f? 4Lsinff%  4Lf?%tan6’

m

La tltima expresion proviene de la relaciéon trigonométrica L = L' cos 6.
2.12  Onda Sonora. Una onda sonora de 75 dB llega a un timpano de area 5 x 10~>m?. (a)
Calcular la energia absorbida por el timpano en 1 segundo. (b) Calcular la amplitud de presion

de la onda.

R.(a) Sif = 75dB,y B = 10log,,({I}/I,) , entonces {I) = 10~*> W/m2. La energia absorbida
se estima como € = (I)At = 1.58 x 107?]. (b) La amplitud de presién es

(Ap)y = +/2pov{I) = 0.16 N/m2.
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2.13 Niveles de Intensidad (I). Dos ondas sonoras poseen iguales amplitudes de
desplazamiento u,, pero la primera onda posee la tercera parte de la frecuencia de la segunda.
Calcular la diferencia en los niveles de intensidad de las ondas.

R. El nivel de intensidad de una onda sonora se define por: = 10log,,({I)/],). La intensidad
promedio de la onda, en términos de la amplitud de desplazamiento es:

_ (Bkug)?

(I 2000

Si consideramos que la frecuencia de la primera onda es una tercera parte de la de la segunda,
w1 = W, /3, la relacién de sus intensidades es: (I;) = (I;)/9. La diferencia de los niveles de

intensidad es B2 — B1 = 101og;0({12)/1p) — 101ogy0({11)/1p) = 10logyo((I2)/ (11)) =
10log;0(9) = 9.54 dB.

2.14 Un alambre de acero de didmetro 0.2 mm estd sometido a una tension de 200 N.
Determinar la velocidad de propagacidon de las ondas transversales a lo largo del alambre.

R. Cuando la barra realiza movimientos de corte (o cizalladura), ésta experimenta un esfuerzo
tangencial 6 (N/m2) relacionado con el médulo de torsién G por:

6=G—,
0x
en donde y corresponde al desplazamiento transversal de la barra con respecto al punto de

R .. ., 0% .
equilibrio. La seccion de masa que se desplaza con acelerac1onaTZes pAAx siendo p la

densidad de masa, y A el area transversal de la barra. Comparando con el ejemplo de la
propagacion transversal de las ondas en un hilo tenso, es posible deducir una relacién directa
entre la tensidon T y el médulo G: T= GA. La velocidad de propagaciéon de una onda de corte en
una barra se calcula como (d-didmetro del alambre, p = 8 x 103 kg/m3):

= G— T— il —892062m
V= p  |pA  [mpd? ) s

Comparar con la velocidad de las ondas longitudinales en el mismo material, ~104m/s.

2.15 Una barra de seccion transversal circular de
radio R se tuerce como consecuencia de un torque
aplicado en torno a su eje. Probar que si 6 es el
angulo de torsién en un punto x sobre la abscisa, el

torque es
1 00 T <
T==AGR?>—,

2 0x

o
Vo
V.

donde A = R? es el 4rea de las seccién transversal.

R. El torque de restitucién angular es proporcional
a la deformacion:
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00
o< —.
t ox

Estamos interesados en calcular el torque necesario para girar una barra de longitud L a través
de un angulo 6. Considerando primero un cilindro hueco de radio ry espesor dr. El momento

de la fuerza de corte es:

dt = rfpdS = 2nr? fpdr.

La fuerza de corte se calcula aproximadamente en términos de la deformacién y el moédulo de

corte G como:

.0 Ga(re) 90
forGar=G——=0rys

El torque total sobre la barra de radio R.

R R 96 mGR*a6 1 36
‘L'=f dr=f 2nGrd3 —dr = — = —-AGR?*—.
0 0 ox 2 ox 2 ox

El torque neto en un segmento de longitud Ax es:

GTA —lAGRzang
Ox x_Z 0x2 %

. . . : . , 1
mientras que el elemento de inercia con respecto al eje de simetria es EAmR2
62

]
obtenemos:

1 2
2pAR Ax. Igualando con Al PYST

0%6 pa*e
ax?2 G at?

La velocidad de propagacion de la onda de torsion es:

%npR“Ax =

2.16 Constante eldstica de un resorte. (a) Demostrar que para un resorte, la constate K esta
dada por mGa*/2R?, donde a es el radio del alambre y R el radio del resorte. (b) Hallar el valor
de K para un resorte de acero de radio 1 cm hecho de alambre de radio 1 mm. Si la longitud del
resorte sin estirar es de 50 cm, hallar su elongacién cuando se le aplica una fuerza de 50 N. El

modulo de corte del acero puede aproximarse como 79.3 GPa.

R. (a) Consideremos que el resorte es estirado axialmente en cada extremo por un par de
fuerzas opuestas F la cual deforma al resorte una pequefia cantidad {. Dado que F y { estan

relacionadas linealmente, el trabajo realizado al deformar el resorte es:
W = ! F
=3 {,

. s . 7 . -z T
el cual proviene de la energia potencial elastica de torsién con 7 = 2 Ga*o,
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1 ! !
V=210= 2 F2R2.
2% T 6att T nGat

En donde a es el radio del alambre y R el radio del resorte. El torque ejercido por la fuerza
axial F sobre el alambre es igual a FR. [gualando Wy V, obtenemos: (F = k{)

nGa*

K=kl=——=
2R?

(b) Utilizando G = 79.3 GPa para el acero, k = 2.49 x 103 N/m. Al aplicar una fuerza de
tensién de 50 N, la elongacién es § = 2 cm.

2.17 Onda sonora en un metal. Una barra metalica de 30 m tiene una densidad de 5000
kg/m3. Las ondas sonoras longitudinales tardan 5 ms en viajar desde un extremo al otro.
Calcule el médulo de Young del metal.

R. Un pulso sonoro se propaga a una velocidad v = /Y /p. Es posible también estimar esta

velocidad desde los datos suministrados: v = = = —— = 6000 m/s. El médulo de Young es por

t ~ 0005
lo tanto: Y = v%p = 1.8 X 10!1Pa.

2.18 Modulo de Elasticidad de un liquido. En un liquido con p = 900 kg/m3, se determina que
ciertas ondas longitudinales con frecuencia de 250 Hz tienen una longitud de onda de 8.0 m.
Calcule el mo6dulo del liquido.

R. Utilizamos B = p(1f)? = 3.6 x 10° Pa.

2.19 Niveles de Intensidad (11). Demostrar que si se duplica la intensidad de una onda sonora,
el nivel de intensidad aumenta aproximadamente en 3 dB.

R. La diferencia en los niveles de intensidad en las dos situaciones es: 8, — f; = 10log;,({I;)/
(I;)) = 10log;((2) = 3.01 dB. Si la intensidad de una sonora se duplica, el nivel de intensidad
asociado a la segunda onda aumenta en 3 dB.

2.20 Amplitud de Presion. Un piston situado en un extremo de un tubo largo lleno de aire a
temperatura ambiente y a la presién normal oscila con una frecuencia w, = 3.14 X 103 rad/s y
una amplitud de ug = 0.1 mm. El 4rea del pistén es S = 100 cm cuadrados.

(a) Calcular la amplitud de presion de las ondas generadas en el tubo.

La amplitud de presiéon estd dada por: (Ap)msx = Bkug = v2pokuy .
Numéricamente: B ~ 1.42 X 10° Pa, p, =~ 1.3kg/m3; k = % La amplitud

de presion es por lo tanto: (Ap)ax = 134.9 Pa.
(b) Cuadl es la intensidad de las ondas?.

La intensidad (promedio) de las ondas es:

_ ((AD)max)® ~ 2
(1) = B+ 2121 W/m?,

(c) Despreciando los efectos de friccion, qué potencia media se necesita
mantener oscilando el pistén?.

124



Notas de Clase: Fisica de Oscilaciones, Ondas y Optica (Version 03) | 2015

Retomando la definicibn de potencia media: (P) = (I) X S, en donde S
corresponde al area transversal del piston. (P) = 0.212 W.
(d) Escribir la ecuacién de onda asociada a las ondas de presién en el tubo.

La ecuacion de onda se escribe como:
Ap(x,t) = (Ap)max cos(kx — wot)
Ap(x,t) = 134.9 cos(9.5x — 3.14 x 103t) Pa.

Nota: Estos valores estdn asociados a un mddulo de compresibilidad
(adiabdtico) del aire. B ~ 1.42 X 10° Pa.

2.21 Niveles de Intensidad (111). Expresar en dB la diferencia en los niveles de intensidad de
dos ondas sonoras si la amplitud de presion en una de ellas es el doble de la otra.

R. B; = 10logy, (11/10); B2 = 10logy, (12/10) .Sil; = 4l,;1a diferencia en los niveles de
intensidad es: §; — 5, = 10log, (11/12) = 10log,,(4) = 6.02 dB.

2.22  Efecto Doppler (I). Un proyectil avanza a una velocidad v, hacia un objetivo que se
desplaza en direccion opuesta a una velocidad v, /2. Si el proyectil emite pulsos a una
frecuencia f,, (a) Calcular la frecuencia de la sefial que detecta el proyectil después de
reflejarse en el objetivo. (b) Calcular la diferencia de estas frecuencias. Suponga que la
velocidad de propagacion del sonido en el medio es v,,,.

= <

vy vy /2
(a) Utilizamos la férmula para la variacién en la frecuencia de la onda debido al
movimiento de la fuente y/o observador (Efecto Doppler):

(b)

A -
1— Vw * Vobservador
Uw

f fuente,

fobservador = ~ =
_ Uw * Uruente

1
vW

en donde ¥, es el vector unitario en la direccion de propagaciéon del frente de onda en
direccion relativa hacia el observador. Cuando el proyectil emite un pulso de frecuencia f;, el
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observador, inicialmente localizado en el objetivo a velocidad v, /2 recibira una sefial con
frecuencia:

_ 1+v,/2v,
1-v,/vy 0

Una sefial con frecuencia f' se reflejara instantidneamente en el objetivo, convirtiéndole en
fuente. Aplicando el mismo razonamiento, la frecuencia de retorno al proyectil es:

= 1+v,/vy
1-v,/2v,"

Combinado las dos ecuaciones, tendremos:

= ( 1+ v,/v, ) <1 + vP/ZUW)fO.

1—v,/2v, J\ 1= vp/vy

b) La diferencia entre la frecuencia emitida y la frecuencia que retorna al proyectil se obtiene
como: Af =|fo—f"|.

2.23 Onda Estacionaria IIl. Una onda estacionaria en una cuerda esta representada por la
siguiente funcidn:

y(x,t) = 0.1sin(mx) cos(20mt),
en unidades de metros y segundos.

(a) Obtener la velocidad de propagacién de la onda.
Rv=w/k=20n/m=20m/s.
(b) Calcular la distancia entre dos nodos consecutivos de la onda estacionaria.

R. La posicién de los nodos se obtiene cuando y(x,, t) = 0. En este caso, sin(7x,) = 0; 0

nx, = nm,n = 1,2, ... La distancia entre nodos consecutivos es: x,,,1 — x, = 1 m.

() Determine el valor maximo de la velocidad de un punto ubicado a 75 cm desde uno de
sus extremos.

Rv= a}//at = —2msin(0.75m) sin(207t). El valor maximo de la velocidad transversal en ese

punto es: v,,,4, = |—2msin(0.75m)| = V2m %

(d) Determine las funciones de onda superpuestas.
R.y(x,t) = 0.05sin(mx — 207t) + 0.05 sin(mx + 207t).

2.24 Ondas en una cuerda. La cuerda A de un violin (Nota La) mide 32 cm de largo entre dos
puntos fijos con una frecuencia fundamental de 440 Hz y una densidad lineal de 5 x 10~*
kg/m. (a) Cudl es la velocidad de la onda? (b) Calcular la tensién en la cuerda.

R. (a) La velocidad de propagacién de la onda se calcula con la expresion:

v = Af. Si la cuerda vibra en su modo fundamental, la longitud de onda asociada a este modo
de vibracidn es el doble la longitud de la cuerda, es decir 1 = 2L. Reemplazando los valores:

v = 281.6 m/s. (b) La tensiéon de la cuerda se obtiene desde el valor de la velocidad y la
densidad lineal de masa: T = uv? = 39.6 N

(a)Demuestre que la velocidad de las ondas transversales en un muelle tensado esv =

VKkL(L —1)/M, donde k es la constante del resorte, I es la longitud del muelle sin deformar, L es
la longitud del resorte tensado y M es la masa del resorte. (b) Para el caso L>>I, demuestre que
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el tiempo At para que una onda viaje desde un extremo del muelle al otro es At = /M /k. La

caracteristica interesante de este resultado es que At es independiente de la longitud L del
resorte. Mientras mas tenso se encuentre el resorte, la onda viajara mas rapido, de manera que
el tiempo s6lo depende de la masa y la constante de restitucion.

R. (a) En analogia con el calculo asociado a la propagacién de una onda transversal en una
cuerda, la tension del resorte es F = k(L — [), mientras que su densidad lineal de masa (del

resorte tenso) es M/L:
,F ’kL(L )
v= |—-= [———
7 M

(b) El tiempo que tarda el pulso en recorrer una longitud L>> es:

2.25 Un resorte que tiene una longitud normal de 1 m y una masa de 0.2 kg se estira 4 cm
cuando se aplica una fuerza de 10 N. Hallar la velocidad de propagaciéon de las ondas
longitudinales a lo largo del resorte.

R. La fuerza de deformacion del resorte por unidad de longitud en un punto es:

F=K _KB(
= RE= ax

En un segmento de ancho Ax la fuerza neta por unidad de longitud a la cual estad sometido el

elemento es:
a¢ aq a¢ AM 02¢
K—| —|K=—) =KA|=—)=—=—
( ax)z ( c’)x>1 <6x) L ot?
En donde AM es un elemento de masa del resorte. La relaciéon con la masa total es:
AM = (M /L)Ax. En el limite Ax — 0,

9% M 9%

9x?  KI2 0t?

y la velocidad de propagacion de las ondas longitudinales es:

KL?
v= [—.
M
o 10 N . : .
La constante de restitucién es: K = 001" 250 — mientras que la velocidad de propagacion es

35.35m/s.
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2.26 Dos armonicos sucesivos en un tubo de érgano son 450 Hz y 550 Hz. ;El tubo esta
cerrado por un extremo o abierto en ambos? ;Cual es la longitud del tubo? (v,;. = 344 m/s).

La diferencia entre las frecuencias sucesivas es:

v
(550 — 450)Hz = 100 Hz = —,
2L
relacion que se cumple independientemente si el tubo tiene ambos extremos abiertos o uno
cerrado. La longitud del tubo es por consiguiente:

L =172 cm.

La frecuencia fundamental para un tubo con un extremo cerrado es:

v
= —= H
f}"undamental 4], 50 Hz

la cual es un multiplo entero de 550 Hz y 450 Hz. Los armoénicos sucesivos sonm =9y m=11.

2.27 Efecto Doppler (II). Una fuente de ondas sonoras que se desplaza con velocidad
constante e igual a la mitad de la velocidad del sonido en sentido positivo del eje X, partiendo
desde el origen de coordenadas, emite una sefial con una frecuencia f,,. Calcular la frecuencia
que detecta un observador en reposo ubicado en el origen.

R. Utilizando la formula para la frecuencia detectada por el observador, obtenemos:

fo
==
w
Si velocidad de la fuente es la mitad de la velocidad del sonido, v = UTW

fo 2
F=2u=th
14t 37

N

2.28 Efecto Doppler (11l). El tono de un silbato de una locomotora es de 500 Hz. Determinar
la frecuencia del sonido que escucharia una persona en la estacion si el tren se mueve con una
velocidad de 72 km/h (a) acercandose a la estacion (b) alejandose de la estacion.

R. Con v, = 340 m/s, en el caso (a) utilizamos:

Fops = ﬁfs = 530.2 Hz. En el caso (b) f,ps = —p— fs = 469.8 Hz.

1+%/y,

2.29 Efecto Doppler (1V). Un vehiculo de una patrulla de transito esta equipado con un radar
que emite frecuencias ultrasénicas de 2100 MHz y se desplaza a una velocidad de 40 m/s. El
haz es reflejado desde un moévil que viaja a 20 m/s. Cual es el desplazamiento de la frecuencia
de la sefal reflejada que es recibida por la patrulla?. Suponer que el moévil y la patrulla se
mueven en la misma direccion.

R. El mdvil (inicialmente observador) se convierte en fuente una vez el haz ha alcanzado su
posicion. La frecuencia de la onda reflejada detectada por la patrulla es:
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(1 - vmévil/vw)(l + vpatrulla/vw)
(1 + vmévil/vw)(l - Upatrulla/vw)

' = fpatrulia = 2370.2 MHz.

Por consiguiente, la diferencia de frecuencias es de 270.2 Mhz.

2.30 Ondas eldsticas en una barra. En una barra de acero se transmiten ondas longitudinales
a través de un oscilador acoplado a uno de sus extremos. La barra tiene un didmetro de 4 mm,
la amplitud de las oscilaciones es de 0.1 mm y la frecuencia es de 10 Hz. Hallar (a) La ecuacién
de onda que se propaga a lo largo de la barra, (b) La energia por unidad de volumen de las
excitaciones, (c) la potencia promedio transferida.

R. La velocidad de propagacién de la onda se relaciona con el médulo de elasticidad de Young
(Pa) y la densidad de masa (kg/m?3):

Y 2><1011_104
V= o= [8x108 m/s.

(a) La ecuacién para las deformaciones en la barra es:
u(x,t) = 10~*sin(0.0125x — 62.8t) m

(b) La energia por unidad de volumen es: (e) = %pwzug =0.316 ]/m3.

(c) La potencia promedio transferida (P) = Sv(e) = 0.2 mW. S corresponde al area de la
seccidn transversal de la barra.

2.31 Tubos Sonoros. Un tubo de 6rgano tiene dos armoénicos sucesivos con frecuencias de
400 Hz y 560 Hz. Considere que la rapidez del sonido en el aire es 344 m/s. Esta el tubo abierto
o cerrado?. (b) De cudles armonicos se trata? (c) Qué longitud tiene el tubo?.

R. Las frecuencias de los armoénicos asociados a un tubo abierto estan dadas en multiplos
enteros de su frecuencia fundamental f,, = nv/2L, con n = 1,2,3,..,, mientras que para un tubo
con un extremo cerrado, f;;, = mv/4L, con m = 1,3,5,7,... En ambos casos, la diferencia entre
armdnicos consecutivos es f;,,.1 — f, = v/2L. Por lo tanto, la longitud del tubo se obtiene
directamente desde la diferencia de los armdnicos consecutivos: 160 Hz, es decir (c)
L=v/2Af =1.075 m. La frecuencia de los arménicos fundamentales en ambos casos
corresponde a 160 Hz (tubo abierto) y 80 Hz (tubo cerrado). Para frecuencias de 400 y 560 Hz,
el orden de los armdnicos corresponden a m = 5y m = 7 respectivamente (tubo cerrado).

2.32 Onda de Deformacion. Deformaciones en una barra se propagan en forma de onda
armonica y poseen una amplitud ¥, y longitud de onda A. Esta onda incide sobre una juntura.
Si el nimero de onda asociado a la onda que se propaga en la segunda barra es 2k, hallar: (a)
Las amplitudes de las ondas transmitida y reflejada y (b) La potencia transmitida en términos
de la potencia incidente.

R. () Utilizando la fé6rmula del problema anterior, obtenemos la amplitud de la onda
resultante:
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k2_k1 lp0
Y, = Y, =—,
"Tky+k, ° 3

mientras que la amplitud de la onda transmitida es:

(b) La potencia transmitida a la segunda barra es: (P) = Sv(e), (S como la seccién
transversal de la barra), (e) = %pwzl}’tz y v = wA/4m, como la velocidad de propagaciéon

de la onda en el segundo medio, en términos de la longitud de onda en el primer medio
A.

2.33 Diferencia de Fase de una onda sonora. Si las ondas de presion en una columna de gas
estan descritas a través de:

2nx  2mt

Ap(x,t) = (Ap)ym sin [T |

demostrar que las ondas de desplazamiento molecular asociada a esta onda de presién tiene
un desfase de un cuarto de longitud de onda.

R. La onda de desplazamiento molecular se obtiene desde la variaciéon de presién integrando
en el espacio la relacién:

2mx 2nt
u(x, t) = —(Ap)MB‘lfsm _——

La expresion final para u(x, t) es:

A(AP) 27X Zﬂt] A(Ap)y . [27Tx 27‘[t ]
——| = sin
2

t) =
ulnt) =— g 0S| -~ 218

Manipulando el argumento de la tltima funcién, tendremos:

A(Ap)y . [2W A\ 2mt
[ (++3) -7

unt) =— 5 2 2

+

4
Es claro por consiguiente que la onda de presién y la onda de desplazamiento molecular estan
desplazadas por un cuarto de longitud de onda.

2.34 Nivel de Intensidad (IV). Calcular el nivel de intensidad de una onda sonora (en dB) que
corresponde a una amplitud de desplazamiento molecular del aire de 0.1 mm que oscilan a 80
Hz.

R. Utilizamos la relacién {I) = pvw?u3/2 = 0.52 W/m?, para la intensidad promedio de una
onda sonora, en donde p corresponde a la densidad de masa del aire en condiciones normales
(1.2 kg/m3), yv = 340 m/s. El nivel de intensidad es f = 10log,o[{I)/I,] = 117.12 dB, con

130



Notas de Clase: Fisica de Oscilaciones, Ondas y Optica (Version 03) | 2015

I, = 1072 W/m?. Este nivel de intensidad se acerca al umbral del dolor para el oido humano
(~120 dB).

2.35 Nivel de Intensidad (V). Los niveles de intensidad de dos ondas sonoras difieren en 10
dB. Hallar el cociente entre sus intensidades y sus amplitudes de presion.

R. Si la diferencia entre los niveles de intensidad es 10 dB, entonces:

(I2)
,82 _Bl =10 dB = 1010g10 reard B
(I)
El cociente entre sus intensidades es 2 = 10, mientras que entre sus amplitudes de presion,

(I1)
[teniendo que cuenta que {I)~(AP)?] es

(AP) 3
@) - V10 = 3.16.

2.36  Silbato. El silbato que Ud. utiliza para llamar a su perro de caza tiene una frecuencia de
21 kHz, pero su perro lo ignora. Se sospecha que el silbato no esta funcionando, pero también
se sabe que el oido humano no puede escuchar sonidos por encima de 20 kHz. Con el fin de
ensayarlo, Ud. le pide a un amigo (en reposo) que utilice el aparato cuando Ud. monta su
bicicleta. En cual direcciéon debera Ud. dirigirse (alejandose o acercandose a su amigo) y cual es
la minima velocidad necesaria para saber si el silbato realmente funciona?.

R. La frecuencia que percibe el observador en movimiento debe ser al menos de 20 kHz. La
frecuencia de la fuente (silbato) es de 21 kHz. Utilizamos v¢ =0, y vy, = 340 m/s. Asi:

bwv Ao
fobs = (1 - WVW"”S) fruente- COMO fops < fruente l0s vectores Dy, y v, deben ser paralelos,

por lo tanto, Ud. debe viajar alejandose de la fuente con una velocidad minima de v, = 16.19
m/s.

2.37 Ondas estacionarias en una cuerda.
Una masa de 12 kg cuelga en equilibrio de
una cuerda de longitud total L =5 m y 2m
densidad lineal de masau = 0.001 kg/m. ;
La cuerda pasa por dos poleas ligeras sin -
friccion separadas una distancia de 2 15 m

metros. Determine (a) La tensién en la
cuerda (b) La frecuencia de vibracién |l i
necesaria para formar el patréon de las
ondas estacionarias mostrado en la figura.

R. (a) Considerando el diagrama de fuerzas ilustrado, 2T cos 8 = W. Despejando, T = 78.75 N.
(b) El patréon de ondas estacionarias corresponde al = 2A. La frecuencia de la onda
estacionaria se define por:
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2.38 Onda Sonora. Una onda sonora armonica en el aire a 20°C y presién normal, tiene una
frecuencia de 500 Hz y una amplitud de 10-8 m. (a) Escribir una expresion que describe la onda
de desplazamiento. (b) Escribir una expresion para la onda de presién. (c) Expresar el nivel de
intensidad de esta onda en dB.

R.(a) La ecuacién para la onda de desplazamiento puede aproximarse sin pérdida de
generalidad por:
u(x, t) = ug sin(kx — wt).

Los valores numéricos que corresponden a la amplitud, la frecuencia y el nimero de onda son:

Uy =10"%m
w =1000mr/s
)
k=—=9.16m™!
v

La velocidad de la onda sonora se aproxima a 343 m/s a 20 °C y presion atmosférica.
u(x,t) = 10~8sin(9.16x — 10007t) m.
(b) Laonda de presién se describe a través de la relacion:

du(x,t)
ax

ou(x,t)
Do — V2po 5r ~Po~ v2pokug cos(kx — wt).

p=po—B

po es la densidad del aire en equilibrio, aproximadamente 1.23 kg/m3. Numéricamente, el
cambio de presién local debido a la onda sonora es:

D —Ppo = —V?pokug cos(kx — wt) = — 0.0133 cos(9.16x — 1000mt) Pa.

(c) La intensidad promedio de la onda sonora se obtiene desde el cambio maximo de presion:

_ @)k
2poV

w
(I) = 2.08 x 10_7?'

El nivel de intensidad es:

I
B = 10logy, <(I—>> = 53.21dB.
0

2.39 Elextremo de una cuerda horizontal esta sujeto a uno de los brazos de un diapasén de
frecuencia 240 Hz operado eléctricamente. El otro extremo pasa por una polea y soporta un
peso de 3 kg. La masa por unidad de longitud de la cuerda es de 0.020 kg/m. (a) Cudl es la
velocidad de las ondas transversales de la cuerda? (b) Cual es la longitud de onda?.

R. (a) La tensién en la cuerda es T = 29.4 N, y su velocidad esv = /T /u = 38.34 ? (b) La
longitud de onda es: 4 = j_c = 15.98 cm.
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2.40 Tubo Sonoro, extremo abierto. La frecuencia de la nota Do central es de 262 Hz. a) Si un
tubo de érgano esta abierto en un extremo y cerrado en el otro, ;qué longitud debe tener para
que su modo fundamental produzca esta nota a 20 °C (i.e., la velocidad del sonido a esta
temperatura es aproximadamente v=345 m/s)?.

R. Para un tubo con un extremo abierto, la frecuencia del modo fundamental es:

v
=—:; L=—=3292cm
h=q 4f,
2.41 Una fuente de sonido con una frecuencia de 8.46 kHz se mueve en direccion positiva de
X con una velocidad de 34.8 m/s con respecto a un observador en aire calmado. ;Qué
frecuencia deberia detectar el observador si éste se desplaza en sentido negativo de las X
(acercandose mutuamente) a 5.2 m/s en aire calmado?.

R. Utilizando la férmula de efecto Doppler (fuente y observador acercandose
simultdneamente):

vy, + Vg

fObS = [ ]ffuente = 9.55 kHZ.

Vy — Vp

2.42  Ultrasonido Médico. Una onda sonora de 2 MHz viaja por el abdomen de la madre y es
reflejada por la pared cardiaca del feto, que se mueve hacia el receptor de sonido al latir el
corazon. El sonido reflejado se mezcla con el transmitido, detectindose 120 pulsaciones por
segundo. La rapidez del sonido en el tejido corporal es 1500 m/s. Calcule la velocidad de la
pared cardiaca fetal en el instante que se hace la medicién.

R. Utilizamos la expresion del efecto Doppler para este caso. En la primera situacién, la onda
del aparato viaja hacia el feto, y la frecuencia que éste captaria es:

vfeto
=(1+
fo=(1+2

w

)ffuente-

Esta onda es reflejada a la misma frecuencia f,, convirtiendo al feto en fuente, y viaja hacia el
aparato que detectara una frecuencia de pulsacién de 120 Hz. Asi, la frecuencia que retorna al
aparato esta diferenciada con respecto a la frecuencia original por 120 Hz. Es decir,

1+ Leto
f'o=2MHz + 120 Hz = (1 _{‘,’;ﬂ) = El - %ﬁ fruente
w w

Resolviendo para vy, obtenemos: vser, = 0.045 m/s.

2.43  Principio de Superposicion, Interferencia. Dos ondas poseen igual amplitud u,, velocidad
y frecuencia, pero con un desfase de 2?”, viajan en la misma direccidon. (a) Hallar la amplitud de

la onda resultante. (b) Suponer ahora que uy; = 2uy,. Escribir una ecuacion de
proporcionalidad entre la intensidad promedio de la onda y la amplitud de la primera onda

uol.

133



Notas de Clase: Fisica de Oscilaciones, Ondas y Optica (Version 03) | 2015

R. (a) La amplitud de la onda resultante puede calcularse desde el teorema del coseno y la
diferencia de fase relativa entre las dos ondas:

U, = \/u(z)1 + u2, — 2Up1 Uy COS O = Uy,

7 . . A , . . . .z
Nota: 6 es el dngulo de fase relativo es igual a 7 segln el diagrama ilustrado a continuacién:

(c) En este caso:

V3
U, = \/4u§2 +u?, — 4ugyug, cos 0 = V3ug, = — Yot

La intensidad promedio en términos de la amplitud de la primera onda: (I) o Zugl.

2.44 Piano Afinado. Un afinador de pianos estira un alambre de piano con una tension de
600 N. El alambre de acero tiene 0.400 m de largo y una masa de 5.0 g. (a) Calcule la frecuencia
de su modo de vibracién fundamental. (b) Determine el armdnico mas alto que puede escuchar
una persona cuyo limite de audicién es de 10 kHz.

R. (a) La frecuencia del modo fundamental se obtiene como:

LA YTy
hi=o0= 9 [~ 27386 Hz

(b) El orden del arménico mas alto que puede escuchar una persona con un limite de audicion
de 10 kHz es:

10,000 = nf;,
Con n como nimero entero mas cercano al limite, n = 36.
2.45 Ondas Estacionarias. En un punto A de una cuerda de 2 m de longitud se superponen
dos ondas armonicas procedentes de dos fuentes F1 y F2, en fase, situadas en los extremos
de la cuerda. Si ambas ondas se propagan con una velocidad de 40 m/s como indica la

figura, con una frecuencia de 100 Hz cada una y con igual amplitud de 0,20 m, determinar
la ecuacién de movimiento oscilatorio que adquiere el punto A localizado a 0,55 m de F1.
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F, A F,

| .

R. Este caso puede considerarse como el de una onda estacionaria formada por dos ondas
armdnicas senoidales que viajan en direcciones opuestas:

vy =y, +y, = Asin(kx — wt) + Asin(kx + wt) = 24 sin(kx) cos(wt).

La amplitud de oscilacién en cada punto es 24 sin(kx). Introduciendo los valores numéricos,
con x = 0.55 m, la ecuacién que describe la cinematica del punto A es:

¥(0.55,t) = 0.28 cos(628t).

La doble flecha azul representa la oscilacién del punto A (en rojo), cuya ecuacién de posicion
en funcidn del tiempo obtuvimos en el ejercicio. Obsérvese la aparicién de nodos y antinodos
alternados en todo el dominio de la cuerda.

http://neuro.qi.fcen.uba.ar/ricuti/No me salen/ONDAS/ond 013.html

2.46 Interferencia de dos fuentes coherentes. Dos altavoces idénticos estdn separados 2
metros y situados en los puntos A y B. Los altavoces estan conectados por el mismo
amplificador y producen ondas sonoras con una frecuencia de 880 Hz. La rapidez del sonido en
el aire es de 344 m/s. Se aleja un micré6fono pequeiio desde el punto B a lo largo de una linea
que une a B y a C (linea BC en la figura). A qué distancias de B habra interferencia (a)
destructiva? (b) constructiva? (c) Si la frecuencia se hace lo suficientemente baja, no habra
posiciones sobre la linea BC en las ocurra interferencia destructiva. Qué tan baja debe ser la
frecuencia para que esto suceda?.

R. En cualquier punto a una distancia x desde el punto B sobre la linea BC existe una diferencia
de camino:

Ar = Vx% +d? —x.

Se produce interferencia destructiva cuando del desfase de las ondas recibidas sea un multiplo
impar de r, i.e., w, 3w, 57... :
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2nf
kAr = TAr =, 31,57 ...

La ecuacion para resolver para x es:

/x2+d2_x—i 3_17 5_1]
C2f2f2f

El minimo de orden 1 de interferencia destructiva (a la derecha de B) aparece cuando x es:

_ 4d?f2—p?

X = = 10.135m.

El minimo de orden 3 esta localizado en x3 = 3.11 m. Minimo de orden 5 (el cual es el mas
cercano a la derecha de B) x5 = 1.55m. La interferencia constructiva ocurre cuando la
diferencia de fase es multiplo par de 7:

2nf
kAr = TAr = 2m,4m, 61 ...

En este caso:

[2 2_, -7 2_ 3_v

x¢+d?—x P
Los maximos de interferencia estaran localizados en: x; =4.92m,x, = 2.16 m,x3 = 1.12
m...En el caso c) consideramos que el primer minimo de interferencia se encuentra localizado
en un punto sobre la linea AB, es decir, x = 0. Aplicamos el limitex - 0y obtenemos
f= % = 86 Hz. El primer minimo de interferencia estara localizado muy cercano a la fuente B

si la frecuencia de las mismas es del orden de 86 Hz.

2.47 Una cuerda de guitarra de 0.7 m esta afinada para una frecuencia fundamental de 330
Hz. A qué distancia del extremo de la cuerda debe sostenerse con un dedo para que resuene a
440 Hz?.

La velocidad de la onda en la cuerda es constante y s6lo depende de la tensién en la misma y su
densidad lineal de masa. Asi, para el modo fundamental:

2f1Ly = 2f5L,.

La longitud en el segundo caso es: L, = L}—fl

2
debe presionarse la cuerda es: 0.7 — 0.525 = 0.175 m (17.5 cm.)

= 0.525 m. La distancia desde el extremo en la cual

136



Notas de Clase: Fisica de Oscilaciones, Ondas y Optica (Version 03) | 2015

2.48 Una de las cuerdas de 63.5 cm de una guitarra se afina para producir la nota A (f =
110Hz) cuando vibra en su modo fundamental. a) Calcular v para las ondas transversales de la
cuerda. b) si la tensiéon de la cuerda aumenta en un 1%, cudl serd su nueva frecuencia
fundamental? c) si la rapidez del sonido del aire circundante es 344 m/s, calcular fy A para la
onda sonora producida en el aire y compararlas con fy A de la onda estacionaria en la cuerda.

R. a) En el caso de una onda estacionaria en el modo fundamental:

1
f1:_

m
[V v=2Lfi=1397 —.

b) La nueva tensiéon es T' = 1.01T, mientras que la nueva velocidad de propagaciéon es
v' =+v1.01v = 140.39 m/s y la nueva frecuencia fundamental es 110.55 Hz. c) La frecuencia
de vibracion de las moléculas de aire es la misma que la frecuencia de vibracién de los

elementos de la cuerda: 110 Hz. La longitud de onda en el aire es 3.13 m, mientras en la cuerda
es 1.27 m.

2.49 Dos ondas sonoras, una en el aire y la otra en el agua, tienen la misma intensidad. (a)
Cuadl es el cociente entre las amplitudes de las ondas en el agua y en el aire? (b) Cudl seria la
razon de sus intensidades si las amplitudes de las ondas de presién fueran las mismas?

R. Utilizamos la relacion entre la intensidad de la onda y la amplitud de desplazamiento:
1
(I) = Epvwzu(z,.
(a) Larelacion de las intensidades es igual a uno:

2
(Iaire) _ PaireVaireUoaire

=1.

- 2
(Iagua> PaguaVagualoagua

Uoaire _ PaguaVagua

1000 x 1493.2
= = 60.14.

angua PaireVaire 1.2 X 344

(b) En este caso:

{aire) _ PaguaVagua _ 3617.25.

(ngua) PaireVaire

2.50 Una cuerda tensa en sus dos extremos posee frecuencias de resonancia consecutivas de
420 Hz y 490 Hz. Hallar la frecuencia del modo fundamental.

R. En una cuerda tensa los modos de vibracién estan relacionados en multiplos enteros de la

frecuencia fundamental f;: f,, = nf;, con n como entero positivo. Dos frecuencias de resonancia
consecutivas estdn dadas respectivamente como: f,, .1 y f, por consiguiente, su diferencia es:

fov1 — o=+ Dfy —nf = f1.
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Es decir, la diferencia entre dos frecuencias de resonancia consecutivas es la frecuencia
fundamental de vibracién de la cuerda. Por consiguiente:

fi1 =490 Hz — 420 Hz = 70 Hz.

2.51 Una mecandgrafa que escribe furiosamente en su maquina genera un sonido con un
nivel de intensidad de 60 dB. Cudl es el nivel de intensidad que generan tres mecanografas
igual de ruidosas?.

R. Si una mecanégrafa produce un nivel de intensidad de 60 dB, la intensidad promedio

asociada a la onda sonora es:
I
B =10log <Q> ;
Iy

w
(I) =107°—.
m
Para tres mecandgrafas igual de ruidosas (pero en desfase), la intensidad se triplica, i.e.,

w
() =3x107° —.

El nivel de intensidad en este caso es:

3 (Ie)\ _
Be = 10log(—= ) = 64.77 dB.
0

2.52  Un buzo bajo la superficie de un lago escucha el sonido de la sirena de un bote en la
superficie directamente encima de él al mismo tiempo que a un amigo (0) parado en tierra
firme a 22.0 m del bote. La sirena estd a 0.8 m sobre la superficie del agua. Calcular la
profundidad en la que se encuentra el buzo en ese momento.

M N
[O] A
VAR | TR
A L\
r—— = -
X
)
<IN
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R. Considerando la velocidad de propagacién del sonido en el aire como 344 m/s y la velocidad
del sonido en el agua a 20 °C como 1482 m/s, el tiempo que tarda en escucharse la sefial desde
la sirena es (igual para la persona en la superficie y para el buzo):

d 22m

== _0.0634s.
v 344m/s S

El buzo esta ubicado a una distancia x + 0.8 metros desde la sirena. Por consiguiente:
x+08= Vaguatagua + Uaguataire-

El tiempo que tarda la sefial en recorrer 0.8 m en el aire es:

_ 0.8m _ -3
taire = 33pmrs = 233 X 107%s.

El tiempo que tarda en recorrer la sefial en el agua es por lo tanto la diferencia:
tagua = 0.0634s — 2.33 X 1073s = 0.061 s.

La profundidad del buzo es x = v, g4t agua = 90.51 m.

2.53 La ecuacion de variacién de la presidon en una onda sonora arménica estd dada por (en
unidades S.L.):

T
Ap(x,t) = 2.2 sin (gx - 1700m:).

Determine (a) La velocidad propagacion de la onda. (b) El maximo valor del desplazamiento de
la onda u,. Suponer que la densidad del medio es py = 2.7 X 103kg/m3. (c) La magnitud del
mddulo de compresibilidad volumétrico B.

R. (a) La velocidad de propagacion de fase se calcula como:

(b) El valor maximo del desplazamiento se obtiene de la formula:

_ (8P _ 22
0T Vipgk T (51009)(27 x 10%)(/3)

=299 x 1071 m,

(c) El médulo de compresibilidad se calcula desde la velocidad de propagacién y la densidad
del medio:

B =v?p, = 7.02 x 1010 Pa.

2.54 Un alambre de aluminio de 30 m y un alambre de cobre de 20 m, ambos con didametros de
1 mm, se conectan en sus extremos y se estiran aplicindole una tensién de 150 N. Calcular el
tiempo en que tarda una onda transversal en viajar a través de la longitud total de los dos
alambres. La densidad volumétrica de masa del aluminio es de 2700 kg/m3y del cobre es de
8930 kg/m3.
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R. El tiempo de recorrido se calcula utilizando la relacién simple:

_ lA;l_l_lC_u _ Lumd?p g + ey md?pey

= 0.25s.
Var  Vcu 2T
La densidad lineal de masa se obtiene como:

M pV  pnd?
L L 4

U

en donde d es el didmetro de la seccion transversal del alambre.

2.55 Dos autos se desplazan en linea recta uno hacia el otro con la misma velocidad. La bocina
de uno de ellos (3 kHz) esta sonando y es escuchada por las personas en el otro auto con una
frecuencia de 3.4 kHz. Hallar la velocidad que se desplazan los autos considerando que la
velocidad del sonido es 340 m/s.

R. Utilizamos la formula general para el calculo de la frecuencia del observador:

~ -
1— Vw * Vobservador
Uw

f fuente-

fobservador = ~ =
1— Uw " Vfuente

Vw

En este caso particular, la convencidn de signos tiene lugar a:

fobservador = — v ffuente-

Vw

En la expresién anterior, V corresponde a la magnitud de la velocidad de los autos y v, a la
magnitud de la velocidad del sonido. Despejando para V, obtenemos, con f,pservador = 3-4 kHz,
se obtiene V = 21.25m/s.

2.56 Suponga dos parlantes separados 1 metro excitados por un mismo oscilador y que emiten
un sonido de frecuencia 1150 Hz. Una persona esta a 4.0 m de uno de los parlantes, ;A qué
distancia debe estar del segundo parlante para notar interferencia destructiva? Suponga que la
velocidad de propagacion del sonido en el aire es de 343 m/s.

F2
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La diferencia de camino en el punto P genera interferencia destructiva cuando:

| | A 31 51
r2mnl=357
La longitud de onda es:
v 343 0.30
“f T 1s0 T T

El primer minimo de intensidad ocurre para
|r2 - r1| = 0.15m.

Utilizando propiedades de las desigualdades, ||d| — |r1|| < |rz| £ |d| + |rq]; si la magnitud de
11 es 4 m, entonces la magnitud de r, debe ser menor de 5 m y mayor a 3 m para el primer
minimo de interferencia. Para que se cumpla la condicién |r, — ;| = 0.15 m, es suficiente con
establecer

|ry — 71| = ||T2| - |T1||;
0.15 > ||ry| — 4|
|1'2| = 4.15 m,

El cual ocurre para un angulo de 8 = 91.594°. Para el segundo minimo |r;| = 4.45m,60 =
110.506°. El tercer minimo de interferencia, conr; =4 m, |r,| =4.75m, 6 = 134.1°. En el
calculo de los angulos, se utiliza la ley de los cosenos:

Ty = \/rlz + d? — 2ryd cos 0.

2.57 Dos fuentes sonoras emiten en fase a una frecuencia f; = 170 Hz. Un observador se
encuentra en reposo a 8 m de una fuente y a 11 m de la otra. El nivel de intensidad de cada una
de las fuentes cuando emiten por separado es 60 dBy 70 dB respectivamente. Calcular el nivel
de intensidad que percibe el observador cuando ambas fuentes funcionan simultaneamente.

R. La diferencia de fase debido a la diferencia de recorrido de las ondas que emergen de cada
fuente se calcula de la formula simple:

Ap = kAr =

2 foAr
];0 = 9.32 (rad),

conAr =3 myv = 344 ? La funcién de onda resultante se calcula desde la relacién general
segun el diagrama fasorial:
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l‘IJT = \/I‘I'ng + l‘Ing + ZlPOllPOZ COS(A(p).
(‘Pr)z ~ (Woz — Lp01)2-

(1) = (io2) —Tlan)) -

q’r lPO 2

Dado los niveles de intensidad de cada fuente, es posible calcular la intensidad promedio de
cada una de ellas:

B, = 60 Hz, (Io;) = 1.0 X 107° W/mZ.

= 70 Hz, (I5,) = 1.0 x 107> W/m?.
ﬂz 02

La intensidad resultante es:
6"
(I,) = 4.7 x 10 5

Finalmente, el nivel de intensidad resultante se obtiene desde la férmula logaritmica:
— (r)) _

B, = 10log ((10)) = 66.7 dB.

2.58 Dos altavoces pequeiios separados por una distancia de 3 m emiten ondas sonoras con

frecuencia de 1.04 kHz y con la misma fase. Si cada altavoz produce 4 W de potencia sonora,

determine las intensidades promedio en los puntos Py Q. Asumir v = 348 m/s.

< z
4

R. (a) La diferencia de fase de las ondas de PRESION o DESPLAZAMIENTO en P es cero, por
consiguiente, la onda superpuesta en P se puede describir como:

u(r,t) = ug sin(kr; — wt + ¢4) +ug sin(kr, — wt + ¢1);
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En donde ry ; son las distancias desde las respectivas fuentes. Dado que r; = 15, y la intensidad
en P producida por cada parlante es la misma, la onda resultante de desplazamiento es:

u(r, t) = 2uy sin(kr — wt + ¢).

La intensidad promedio de la onda sonora es proporcional al cuadrado de la amplitud de la
onda de desplazamiento:

(I o (2ug)?
El cual es equivalente a:
(I) = 4lo),

es decir, la intensidad total es igual a cuatro veces la intensidad producida por una fuente en P.
Esta intensidad es la potencia por unidad de area correspondiente a la de una esfera de radio R,
con centro en la fuente. Numéricamente:

w w
(lo) = 0017 —, (Ip) = 0.0697 —.

(2) En el punto Q las amplitudes de las ondas de desplazamiento son diferentes, y
la diferencia de fase A¢ debido a la diferencia de recorrido también. En este
caso, utilizamos:

(Ig) = (I1) + (I2) + 2{/(I1XI2) cos(A¢),

2nfAr
Ap = kAr = - , Ar=1m.

Numéricamente: (I,) = 0.065 %

2.59 Amplitud de vibracién onda Sonora. Calcular la amplitud de vibracion de una onda sonora
con una frecuencia de 8 kHz si su nivel de intensidad es de 62 dB. Asuma que el aire esta a 15
°Cy su densidad es 1.29 kg/m3.

R. Calculamos la intensidad de la onda sonora:

I
‘B =10 10g10 [(I_)] ;
0

W
(1) =1.58x107° F

La amplitud de presion es:

(I) = (AP)§1/2pov;
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(AP)y = /2pov(l);

Conv =331.3m/s a cero grados centigrados, aproximamos v = 340.3 m/s a 15°C. El cambio
maximo de presidn:

N
(AP)y = 0.0372—.

La amplitud de vibracién puede obtenerse desde el valor de (AP):

(AP)M = Bkuo = vzpokuo.

@,
7 v2pk

El vector de onda es: k = % = ? = 147.71 m™}, y la amplitud de vibracién es:

Uo = 1.69 X 10™m.

La magnitud de la amplitud de oscilacién de una onda sonora en el aire es del orden de las
distancias atémicas.

2.60 Efecto Doppler y M.A.S. Con el fin de determinar la velocidad de un oscilador arménico, un
haz de sonoro es enviado a lo largo de la linea del movimiento del oscilador. El sonido, el cual
es emitido a una frecuencia de 8000 Hz, se refleja directamente por el oscilador a hacia un
sistema detector. El detector observa que el haz reflejado varia en la frecuencia entre los
limites de 8003.1 Hz y 7996.9 Hz. Cudl es la maxima velocidad del oscilador? Considere que la
velocidad del sonido es igual a 340 m/s.

=

m ][~

osciiador armanico

frente de ondas

detector

R. El rango de frecuencias detectadas en el aparato corresponden a las frecuencias de las ondas
reflejadas de por el oscilador acercandose y alejandose del detector. Inicialmente, la fuente
emisora en reposo emite ondas a f; = 8 kHz que se reflejan en un objeto que se acercandose o
alejandose de la misma. En el caso en que el oscilador se acerca con velocidad v, la frecuencia
reflejada por este es:

fi= (1 +%)fo,
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Esta frecuencia se le asocia ahora a la fuente en movimiento estando el detector en reposo. La
frecuencia captada por el detector es:

_n ()
SN

En el caso en que el oscilador se aleja con velocidad v, tendremos, con argumentos similares

(1-3)
f3 = (1+%)f0-

De estas expresiones se puede deducir que f; < f,. Reemplazando los valores numéricos, se
obtiene el valor de la velocidad maxima del oscilador v = 0.066 m/s.

2.61 Una fuente de sonido con una frecuencia de 8.46 kHz se mueve en direccion positiva del
eje X, acercandose a un observador en reposo con una velocidad de 34.8 m/s. (a) Cudl es la
longitud de onda de la onda sonora que percibe el observador? (b) Que frecuencia captaria el
observador si éste se acerca simultineamente a la fuente (moviéndose en direcciéon negativa
del eje X) con una velocidad de 5.2 m/s? Considere la velocidad del sonido igual a 348 m/s.

R. (a) La frecuencia captada por el observador:

1 1
fo=—pf = 3775  B460 = 9400 Hz.
o (1-325

La longitud de onda que percibe el observador es:

v
Aoy = — =0.037 m.
" f

(b) En el caso en que el observador se acerca simultaneamente a la fuente:

fr = 9540.5 Hz.

2.62 Una onda sonora tiene un nivel de intensidad de 75 dB mientras y una segunda onda
tiene un nivel de 72 dB. Cudl es el nivel de intensidad cuando los dos sonidos se combinan?.
R. La intensidad de cada una de las ondas puede calcularse como:

w w
(I)(75dB) = 0.000032 —, (I)(72dB) = 0.00001585 —.
m m

La amplitud de desplazamiento (o el cambio de presion) es proporcional a la raiz cuadrada de

la intensidad de la onda u « +/(I). La amplitud de la onda resultante en el caso en el cual ambas
ondas se encuentren en fase es:
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Uy = Uy + Uy.

La intensidad de la onda resultante puede calcularse desde la expresion:

(L) = (\/<1_1)+ (12))2 = 0.0000922 %

mientras que el nivel de intensidad resultante es 8, = 79.6 dB. Para ondas en oposicién de fase
U, = Uy — Uy, y By = 64.3 dB.

2.63 Cudntos nifios deben gritar a razén de 50 dB cada uno (en fase) para producir una
sensacién sonora de 70 dB?

R. Utilizando el resultado anterior, si N representa el nimero de nifios que generan un nivel de
intensidad de 70 dB, entonces la intensidad promedio resultante es

(I,) = N%(I,).
El nivel de intensidad resultante

70 dB = B, = 101log1o (1) /{Io)).
De forma equivalente:

70 dB = 3, = 10log,o N? + 50 dB.

Despejando para N, 10log;o N> = 20 dB, o N = 10.

2.64 Cuantos armonicos de un tubo de 1.5 m de largo abierto en ambos extremos estan dentro
del rango de audicién del oido humano, entre 20 Hzy 20 kHz?.

R. La frecuencia fundamental es f = % = 116 Hz. En el limite de audicién del oido humano, el

nimero de armonicos posibles a la frecuencia mas alta es 172. Este nimero debe ser el
ENTERO mas cercano que produzca la frecuencia audible.

2.65 En un experimento para determinar la velocidad del sonido, dos observadores A y B, estan
estacionados y separados 5 km. Cada uno estd equipado con una pistola y un cronémetro. El
observador A escucha el reporte de la pistola B 15.5 s después de ver el destello de luz.
Después, el observador A dispara su pistola y B escucha su reporte 14.5 s después de ver su
destello. Determinar la velocidad del sonido y la componente de la velocidad del viento a lo
largo de la linea que une los puntos Ay B.

R. Este ejercicio puede resolverse planteando un sistema de dos ecuaciones y dos incégnitas: la
velocidad del sonido vs y la componente horizontal de la velocidad del viento v,,:

Observador B 5000 = (vs + v,,)(14.5),
Observador A 5000 = (vs — 1,)(15.5),
cuyas soluciones son vg = 333.7m/s y vy, = 11.1 m/s.

2.66 Calcular la velocidad del sonido de un gas diatémico ideal que tiene una densidad de 3.50
kg/m3 y estd sometido a una presién de 1 atm. (101.3 kPa).
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R. Utilizamos el coeficiente adiabatico para un gas diatémico y = 1.4.

1.4)(101.3 x 103 Pa m
N 1 A CL)] . ) _ 013"
p 3.50 F% s

Para el oxigeno diatomico a cero grados Celsius, p = 1.429 ?‘c’;y presion atmosférica,

vo, = 315 =~

2.67 Flauta con extremos abiertos. Se desea construir una flauta de
forma tal que cuando estan tapados todos los agujeros, esta emita una
nota de 264 Hz. Si la flauta se comporta como un tubo de extremos
abiertos, determinar la longitud de la misma.

http://www.superstock.com /results.asp?txtkeys1=Eye%20Ubiquitous

R. Para el modo de vibracién fundamental, L = A_v _ 340 _ 64.4 cm.

2 2f  2(264)
2.68 Onda Estacionaria. Se establece un patron de onda estacionaria en un hilo tenso de 246
cm de longitud. Una fotografia instantdnea del hilo en un momento dado se muestra en el
diagrama adjunto. Las ondas de vibracion viajan a una velocidad de 22 m/s. Determine la

frecuencia de vibracion de la onda.

- 246 cm »

R. Es claro que la longitud total del hilo contiene exactamente tres longitudes de onda. Por
consiguiente, L = 31y A = 82 cm. La frecuencia de vibraciéon de la cuerda es: f = % = 26.8 Hz.

2.69 Un tubo largo contiene aire a 1 atm y 77 °C. El tubo esta abierto por un extremo y cerrado
por el otro por un piston mévil. Un diapasén cerca del extremo abierto esta vibrando a 500 Hz.
Se produce resonancia cuando el piston estd a distancias de 18.0, 55.5 y 93 c¢cm del extremo
abierto. Calcular la rapidez del sonido en el aire a 77 °C.

R. En un tubo con un extremo abierto, las longitudes de onda de dos armoénicos consecutivos
estan relacionadas con la longitud L del tubo por:

L=—, m=1,35..

La diferencia entre las longitudes consecutivas es:
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AL—/1
=5

Es decir, dos nodos consecutivos en un tubo con un extremo cerrado (y por consiguiente, dos
antinodos en un tubo con extremos abierto) apareceran cuando su diferencia sea exactamente
igual a media longitud de onda. En este caso: AL = 37.5cmy A =75 cm. A 500 Hz, la velocidad

de propagacién de la onda en el medio es v = Af = 375?. La frecuencia fundamental es la

menor frecuencia posible a esta velocidad, la cual corresponde a la mayor longitud del tubo:
0.93 m.

v 375

= L = 1%093 = 100.8 Hz.

f

Asi, las frecuencias de resonancia en el tubo estan dadas por multiplos enteros impares de 100
Hz: 100,300y 500 Hz.
Nota: Otra forma de comprobar este resultado es utilizando la férmula para la velocidad de la
onda en funcion de la temperatura:

v =KVT,

En donde K es una constante de ajuste referida a la velocidad del sonido en el aire a 0°C (273
K) a condiciones de presidon atmosférica: 331 m/s.

2.70 Velocidad del Sonido, bajo cero. Calcular la velocidad del sonido en un lugar cuya
temperatura es -10°C.

R. Utilizamos la férmula v = Kv/T, K = 20.03m.s L. Kelvin /2, y T = 263 K(—10°C),
v= 324.83?

2.71 Interferencia Constructiva. En la figura anterior, S1 y Sz 2 .______L_Z_____/_P
son fuentes sonoras idénticas y emiten sefales simultaneas 7

en fase. Para que valores de la diferencia L-L: existira /,’1:1
interferencia constructiva y se escuchara un sonido fuerte en 51 o

el punto P?

R. Habra interferencia constructiva cuando la diferencia de fase debido a una diferencia de
camino sea un multiplo entero par de 2n: A¢ = k(L, — L,;) = 2nm. En forma equivalente, si la
diferencia de camino L, — L; obedece L, — L; = n4, existira interferencia constructiva en el
punto de observacion P.

2.72 Interferencia Constructiva en Ondas Sonoras. Las dos fuentes sonoras mostradas en la
figura emiten ondas idénticas de longitud de onda de 80 cm, una hacia la otra. Estas fuentes
oscilan en fase. Un detector en el punto P se encuentra en la posicion de un maximo de
intensidad, es decir, un sonido alto. Conforme se mueve de P hacia Q, el sonido decrece en
intensidad. (a) Que tan distante se encuentra el primer minimo desde el punto P?. (b) Que tan
distante de P se escuchara un sonido fuerte de nuevo?.
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R. (a) El primer minimo de interferencia estara localizado S
en: 1 P Q S2

; @ i@

LZ_LI :E. Sm Sm

Si denotamos la distancia PQ como x, entoncesl, =5+x, yL; =5—x. Asi2x =1/2, 6
x=5= 20 cm. (b) Si tenemos en cuenta que un minimo esta localizado entre dos maximos de

intensidad, entonces el siguiente maximo estara localizado a 40 cm desde el punto P. Una
forma alternativa consiste en considerar que entre S1 y S2 existe un patréon de ondas
estacionarias con un maximo de interferencia en P. La distancia entre maximos consecutivos es
A/2y la distancia entre un maximo y un minimo consecutivo es A/4. Este analisis arroja los
mismos resultados anteriores.

2.73 Diferencia de Fase. Considere una onda mecanica descrita por la expresion:
y(x,t) = 0.5sin(4mt — 2x).

CalculaR. a) La diferencia de fase entre dos puntos tomados en sentido de la direccién de
propagacion y que distan entre si 20 metros en un instante determinado. b) Diferencia de fase
entre dos estados de vibracion de un mismo punto correspondiente a dos instantes separados
por un intervalo de tiempo de 2 s.
R. a) En un instante de tiempo t, 1a diferencia de fase es:

Ap = k(x, — x1) = 2(20) = 40 rad.
b) En un punto fijo x, la diferencia de fase es:

Ap = w(t, —t;) = 4n(2) = 8w rad.

2.74 Interferencia Destructiva, Tres fuentes. Tres altavoces, a, b y c emiten ondas sonoras de la
misma frecuencia. Cuando las ondas llegan a un punto P alejado de los altavoces, los sonidos

tienen la misma amplitud pero fases diferentes: ¥, = 4 sin (wt - 2?7:) , ¥, = Asin(wt),

i 2r
W, =Asm(a)t+?>.
Demostrar que la intensidad del sonido en el punto P es igual a cero para cualquier instante.

R. El principio de superposicion conduce a la expresion general para la onda resultante en P:

Y=Y, + ¥, + ¥,

21 21
Y, = Asin (wt — ?> + Asin(wt) + Asin (wt + ?) ,
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21
Y, = 2Asin(wt) cos( 3 ) + Asin(wt),
(Zn) _ 1
cos|—5)=—2
Y. = 0.

La amplitud de la onda resultante (de presion o desplazamiento) es cero en cualquier instante
de tiempo. Otra forma de resolver este ejercicio es considerando el diagrama fasorial asociado
a las tres ondas de la misma frecuencia y amplitud:

cuya diferencia de fase relativa es 120° y amplitud resultante es igual a cero.

2.75 Un alambre bajo tension vibra a la frecuencia fundamental de 256 Hz. Cual debera ser su
frecuencia fundamental si el alambre fuese la mitad de largo, el doble de ancho y sometido a un
cuarto de su tension?.
1 [t
R. La frecuencia fundamental de vibracién es: f; = o u_l
1 1
Bajo las transformaciones enunciadas, tenemos

T (T,/4) PR
= 2L1 o 2(L1/2) @) 2 2L1 [ |=2/1=128Hz

Nota. La densidad lineal de masa u escala con la densidad “volumétrica de masa p” segun la
relacion:

u - mpR?,
en donde R es el radio del alambre.

2.76 Cambio de Frecuencia debido a un cambio de temperatura. En que fracciéon cambiara la
frecuencia fundamental de un tubo de acero de un 6rgano abierto por ambos extremos, si la
temperatura ambiente aumenta de 20 a 25 °C?. Desprecie los cambios en la longitud del tubo
debido a efectos de expansion térmica. Sugerencia: La velocidad del aire a temperatura
absoluta T (en kelvin) cambia segtin la ley v = K+/T, en donde K es una constante. Considere
que a cero grados centigrados y a presion atmosférica, v = 331.3 m/s.

R. La velocidad del sonido a 20 °C puede calcularse desde la féormula:

v = K+\T.
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A 0°C (273 K), la velocidad es 331.3 m/s, por lo tanto la constante de proporcionalidad es:
20.05 m/sKo5. A 20 grados Celsius, tendremos:

m
v = 20.05 X V293 = 343.2 ’

mientras que a 25°C,
m
v = 20.05 X298 = 346.1 .

La frecuencia fundamental en un tubo de extremos abiertos es:

A diferentes temperaturas, si consideramos que la longitud del tubo no cambia por efectos de
expansion térmica, la relacion de frecuencias es:

fov'2L v 3461
= = —=_—_"=1.0085.
f wv/2L v 3432

La variacion porcentual en la frecuencia es del orden de 0.85%, en un incremento de 5°C en la
temperatura ambiente.

2.77 Un altavoz situado en el suelo dirige el sonido hacia arriba de manera que la intensidad
de las ondas es uniforme sobre la superficie de un hemisferio imaginario. Si la potencia de las
ondas emitidas por el altavoz es de 12 W, cudl es la intensidad y el nivel de intensidad de las
ondas a una distancia de 1.4 m?.

R. Laintensidad promedio de las ondas emitidas en un “hemisferio” imaginario de radio 1.4 m

es:

Iy = Y AM
T 2mR?2 T ' m?

El nivel de intensidad a esta distancia es:

I
B = 10log;, <(I—>> = 119.89 dB.
0

2.78 Un amplificador de sonido esta disefiado para generar una potencia de salida de 150 W a
1 kHz. La potencia de salida disminuye en 10 dB a 15 kHz. Calcular el valor de esta potencia.

R. La diferencia entre los niveles de intensidad de las dos ondas es 8, — f; = —10 dB. Esta

diferencia es igual a:
(Iz)>
Ap =10log| ),
g =i
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en donde (I,)es la intensidad promedio a 15 kHz. La relacién de intensidades es por
consiguiente:

(I)/(I;) = 0.1.
La razon de intensidades es igual a la razén de potencias promedio:
(IL)/(I,) = P,/P, = 0.1,
Indicando que la potencia a 15 kHz es igual a 15 W.

2.79 Dos tubos abiertos de un oOrgano, sonando al mismo tiempo en su frecuencia
fundamental, producen pulsaciones de 11 Hz. El tubo mas corto tiene una longitud de 2.40 m.
Qué tan largo es el segundo tubo?

R. Una pulsacién se produce cuando las dos frecuencias emitidas se aproximan a la diferencia
de los armdnicos generados por cada una de las fuentes. La frecuencia fundamental en un tubo
abierto en ambos extremos es:

v
Para dos tubos de diferente longitud,
v v
fomhHi= 2L, 2L,

Para f; > f;, Ly > L,. Tomando v = 343 m/s en el aire a 20°C, L; = 2.84 m. Si ambos tubos
vibran en el primer sobretono, la longitud del mas largo es L; = 2.6 m.

2.80 Ajuste de la diferencia de fase. Dos ondas armdnicas
y1 = Asin[kx — wt + ¢4]

v, = Asin[kx + wt + ¢,]

se combinan para formar una onda estacionaria. Demuestre que si se ajustan el origen de
coordenadas y el tiempo inicial, la onda estacionaria se puede escribir como:

y = 2A cos(wt") sin(kx") .
Determine los valores de t’ y x’.

R. Utilizando la identidad trigonométrica:

a+b a—>b
sina+sinb=Zsin< > )cos( > )

obtenemos:
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+ _
y(x,t) = 2Asin (kx + %) cos (wt + $2 =% (pl),

2

Ajustando los valores de la posicién inicial y el instante inicial, finalmente:

y(x,t) = 2A cos [a) (t + %)] sin [k (x + %)]

Comparando con
y(x',t") = 2A cos(wt") sin(kx') .
Asi:

t’=t+w’
2w

@1+ ¢,
T x4 2
x' =x T

2.81 Un sonido de longitud de onda de 2 m en el aire penetra en el agua en donde se desplaza a
una velocidad de 1500 ms-1. Cudl es la longitud de onda en el agua?

R. La propiedad fisica que permanece invariable en este caso es la frecuencia de vibracion del
medio. La longitud de onda en el agua se obtiene desde la relacién simple:

_ vaguallaire

Aagua = = 8.8 m.

= 1500 z X
Vaire S 340%

La longitud de onda de la onda sonora en el agua es de 8.8 m.

2.82 Energia de una onda estacionaria. Considere una onda estacionaria con n antinodos en un
hilo de longitud L y tensiéon T. El patrén de onda resultante es:

y(x,t) = 2Asin(kx) cos(wt),

con k = nm/L. Demostrar que la energia promedio de la onda (obtenida en un niimero entero
de ciclos) es:

2T A?

(B) =——n?

n-.

Asi, para una onda estacionaria con una amplitud dada, la energia de la onda aumenta con el
cuadrado del nimero de antinodos.

R. La energia por unidad de longitud en un hilo tenso se define en general como
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, 1 ayz 1 ayz
E=5u(5) +37(5)

Ahora: 3—3; = —2Aw sin(kx) sin(wt), Z—z = 2Ak cos(kx) cos(wt).

Reemplazando en E’
E' = 2uA®?w? sin? (kx) sin?(wt) + 2T A%k? cos?(kx) cos?(wt).
Utilizando T = uv?y kv = w, obtenemos:
E' = 2uv?A%k?(sin?(kx) sin?(wt) + cos?(kx) cos?(wt)).

Promediando en el tiempo, la energia por unidad de longitud resulta: (sin?(wt)) =
(cos?(wt)) = %

(E'Y = uw?A?k?(sin? (kx) + cos?(kx)) = TA%k>.

En términos del nimero de antinodos,
,_ TPTAZ
(E") = 2 ne.

La energia total se obtiene multiplicando (E) = (E')L:

2T A?

(B) =——n?

n-.

2.83 Distancia de impacto de un rayo. Con el fin de encontrar que tan lejos la descarga de un
rayo de una tormenta ha impactado la superficie terrestre, la siguiente regla empirica es
usualmente utilizada: Divida el tiempo en seqgundos entre el reldmpago y el sonido escuchado por
tres. El resultado es igual la distancia en kildmetros al sitio de impacto del rayo. Justificar esta
afirmacion.

R. La velocidad del sonido es aproximadamente 333 m/s 6 1/3 km/s. La distancia al sitio de

impacto en kilometros es:

; t
S=vl =,
3

en donde t, el tiempo de viaje del sonido, en segundos. La luz desde el relampago viaja tan
rapido que se considera en esta aproximacidon que el observador lo capta instantaneamente.
Por lo tanto t es esencialmente el tiempo entre el relampago y el sonido del trueno. La regla se
cumple.

2.84 Velocidad del sonido en el aire. Demostrar que la velocidad del sonido en el aire aumenta
en 0.61 m/s por cada 1°C de incremento en la temperatura.

R. La velocidad de propagacion del sonido es proporcional a la raiz cuadrada de la temperatura
del medio v~+/T. Se cumple entonces que a diferentes temperaturas:
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v, |
v Ty

A cero grados centigrados, la velocidad del sonido es 331 m/s, mientras que si la temperatura
aumenta en un grado, tendremos:

’274 m
U, = vlw/Tz/Tl = 331 ﬁ = 331.61?.

El incremento de la velocidad por cada grado centigrado es v, —v; = 0.61%.A una

temperatura de 23 °C, la velocidad del sonido es:
v23°C == vooc + 061 X 23 == 345 m/S.

2.85 “Clamped Bar”. Una barra metdlica de 6.0 metros de longitud esta aislada en su centro y
vibra longitudinalmente de tal forma que presenta resonancia en su primer sobre tono cuando
vibra al unisono con un diapasén de 1200 vibraciones/s. Calcular la velocidad del sonido de las
ondas en la barra metalica.

R. El centro de la barra constituye un nodo de vibracién de las ondas sonoras longitudinales, y
los extremos constituyen antinodos. Para el primer sobre tono, la distancia entre el extremo de
la barra y el nodo central (3 m) corresponde a 34 de longitud de onda, es decir A =4 m. La
velocidad de propagacién de la onda sonora es por consiguiente v = Af = 4.8 km/s.

2.86 Velocidad del sonido en el Diéxido de Carbono. Determine la velocidad del sonido en CO, (M

=44 kg/kmol, y = 1.30) a una presion de 0.5 atm y a una temperatura de 400 °C.
R. Utilizamos la formula: (1 atm =101,325 Pa)

J
T 13 (8314—km01 : K) (67315K) _ soce ™
p M 4458 s

kmol

2.87 Alambres de Acero y Plata del mismo diametro y de la misma longitud estan estirados con
igual tensién. Sus densidades son 7.8 g/cc y 10.6 g/cc respectivamente. Cudl es la frecuencia
fundamental vibracién del alambre de plata si la frecuencia fundamental del alambre de acero
es de 200 Hz?

R. La formula para la frecuencia fundamental en un alambre con extremos fijos es:

_v_l T
f_ZL_ZL U

Si la tensién y la longitud son iguales en ambos casos, entonces la relacién uf? permanece
constante. La densidad lineal de masa escala como la densidad de volumen segun u — mpR?,
con R como el radio de la seccidn transversal del alambre, también constante en ambos casos
en este problema. Por consiguiente, la relacién pf? = constante nos proporciona la incognita
requerida:

2 — 2
pacerofacero - pplatafplata'

Pacero
con: fplata = facero p— = 171.56 Hz.

plata
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2.88 Oscilaciones Transversales en una barra de acero. Estimar la relacién de las velocidades
de propagacion longitudinal y transversal para una barra de acero con médulo de Young Yy
médulo de corte (o rigidez) igual a G.

R. Para la velocidad de propagacién longitudinal:

Y
v = |—
e

en donde p es la densidad volumétrica de masa. Para la velocidad de propagacion de la onda
transversal, tendremos:

G
vy = S
La relacién entre estos dos valores es:
v _ Y
v, |G

Para el acero, Y~20 x 101° N/m2, G~80 x 10° N/mz2. Por consiguiente:

%)
— =1.6.
Ut

Este resultado puede también aproximarse si consideramos la relaciéon entre el médulo de
Young y el mddulo de corte para materiales lineales, isétropos y homogéneos en términos del
coeficiente de Poisson v: http://es.wikipedia.org/wiki/Coeficiente de Poisson

- Y
21 +v)

Para el acero v~0.3, entonces ¢ = Y /2.6. Dado que V2.6 = 1.61, entonces es posible obtener de
forma indirecta la relacién entre las velocidades de las ondas en una barra de acero
homogénea.

2.89 *Ondas eldsticas en un medio homogéneo. Considere la ecuacion de onda:

2
pa—tg = A+ V(- u)+ uviu,

con Ay y como constantes positivas. Asumir que en el medio se propaga una onda plana en la
direccion positiva del eje X en un medio homogéneo que ocupa todo el espacio. Hallar la
velocidad de propagacion de la onda cuando el movimiento de la particula esta en la direccion
X, la direccion Y y la direccién Z.

R. La solucion de prueba debe escribirse en este caso como:

u(x,t) = ugeltkx—ot),

156


http://es.wikipedia.org/wiki/Coeficiente_de_Poisson

Notas de Clase: Fisica de Oscilaciones, Ondas y Optica (Version 03) | 2015

El calculo de V - u da como resultado:
ikquei(kx_“)t),
y V(V - u) conduce a:

_k2u0xei(kx—a)t) UX-
Si el movimiento de la particula es en direccidn X, entonces se cumple:
—w?p = —(1 +2wk2.

La velocidad de las particulas en direccién X es:

po0 2@ |A+20
k p

Un tratamiento similar sobre las direcciones Y y Z conduce a V(V-u) = 0, y por lo tanto la
velocidad de propagacién de la onda es:
b = B
p

En donde el término asociado a la contribucién A no aporta a la velocidad de fase.

2.90 Un buzo esta suspendido bajo la superficie del Loch
Ness por un cable de 100 m unido a un bote en la
superficie. El buzo y su traje tienen una masa total de 120
kg y un volumen de 0.0800 m3. El cable tiene un diametro
de 2.0 cm y una densidad de masa lineal x=1.10 kg/m. El
buzo cree ver algo que se mueve en las profundidades y
tira del extremo del cable horizontalmente para enviar
ondas transversales por el cable como sefial para sus
comparfieros que estan en el bote. a) calcule la tension en el
punto donde estd unido al buzo. Incluir la fuerza de

y k Ny
flotacién del agua, con p = 1000 —’g;. b) calcule a tensién en  http://www.elsalvador.com/hablemos/2005
m /100405 /fotos/buzo8.jpg

el cable a una distancia x por arriba del buzo, incluyendo la
fuerza de flotacion sobre el cable. c) obtener el tiempo
requerido para que la primera sefial llegue a la superficie.

R. a) Considerando la fuerza de empuje que actia sobre una secciéon de longitud x desde el
punto en donde se acopla el buzo, el peso aparente del cable (que es equivalente en este caso a
la tension del mismo en ese punto) es:

) wpd?
W' =glu— 2 X,

en donde d corresponde al diametro. En el punto en donde se sujeta el buzo W’ = 0 N. Con un
argumento similar, el peso aparente del buzo, o la tensiéon medida en el punto de sujecion es
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392 N (1176 N- 784 N), en donde 784 N corresponde a la fuerza de empuje del agua:
1000 %X 9.8 x 0.08 N. b) La tension en un punto x por encima del buzo es:

T(x) = 392 + 7.74x,

obtenida como la combinacién de los pesos aparentes. El peso aparente medido desde la
superficie del agua del sistema cable-buzo es de: 1166 N.

c) El tiempo requerido para que un pulso transversal alcance la superficie del agua se obtiene
integrando la relacion para la velocidad de propagacion de las ondas en una cuerda sometida a

una tension T:
T dx
v = -_=—
u dt

100
IJWIW

2.91 Interferencia en un sistema de Sonido. Dos altavoces, A y B son alimentados por el
mismo amplificador y emiten ondas senoidales en fase. B estd 2.0 m a la derecha de A. La
frecuencia de las ondas sonoras producidas por los altavoces es de 700 Hz, y su rapidez en el
aire es de 344 m/s. Considere el punto P entre los altavoces a lo largo de la linea que los une, a
una distancia x a la derecha de A. Ambos altavoces emiten ondas sonoras que viajan
directamente del altavoz a P. a) Para qué valores de x ocurrira interferencia destructiva en P?
b) y constructiva?. Considere el punto Q a lo largo de la extensiéon de la linea que une los
altavoces, a 1.0 m a la derecha de B. Ambos altavoces emiten ondas sonoras que viajan
directamente desde el altavoz a Q. ¢) Para qué frecuencias audibles (20-20,000 Hz) ocurrira
interferencia constructiva en Q?

= 3.88 seg.

v

<x—>‘P
H

(

35

R. En el punto P convergen dos ondas sonoras que viajan en direcciones contrarias. Existe
interferencia constructiva (o destructiva) dependiendo de cémo sean las diferencias de
recorrido de las ondas sonoras en el punto de referencia. Esta diferencia es:

Ar=x—-(d—x)=2x—d,

con d como la distancia entre altavoces.
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a) La interferencia destructiva en P aparece cuando se cumpla la relacién kAr = mm, con

m como nimero (entero) impar. Por lo tanto:
2nf

4

mientras que el primer maximo de interferencia constructiva aparece en la posicion
2nf(2x —d)/v = 2w, x = 1.25 m. La distancia entre nodo y antinodo consecutivos en

el patron de ondas estacionarias es A/4, con A = ;’—c = 0.49 m, % =0.123. Asi, 1.12

m+0.123 m =1.25 m, el cual corresponde a la posicion del primer maximo de

interferencia.

(2x — d) = mn. El primer minimo de interferencia ocurre parax = 1.12 m,

b) Las frecuencias asociadas a la interferencia constructiva estan dadas por:

2nf(2) _,
v
f=172n;

)

siendo la diferencia de recorrido Ar = 2, y n un entero positivo.

2.92 Ondas de choque. Un jet vuela por encima de
nosotros a M=2.50 y altura constante de 1200 m. A)
qué angulo tiene el cono de la onda de choque? B)
cuanto tiempo después de pasar el avidon
directamente por encima nuestro escuchariamos el
estruendo sénico?. Ignorar la variacion de la rapidez
del sonido con la altura.

R. a) Una fuente de sonido que se mueve con una rapidez v mayor que la rapidez del sonido v

~—— Frenles d¢ —

del Senido

crea una onda de choque. El frente de onda forma un angulo dado por:

a = arcsin(v/vg) = arcsin(1/M) = 23.58°.

b) El cono de la onda de choque formado por el jet se ilustra en la tercera figura de la derecha
de la imagen anterior. El tiempo que tarda el frente de onda en alcanzar la posicién de
referencia (inicialmente justo por debajo de nuestro) es calculado después de una relacion

trigonométrica simple:

h
a
x =t
‘o h _1( h )
" vtana M \vgtana /’

en donde h es la altura y v la velocidad del jet. Numéricamente, t = 3. 2s.
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2.93 Un pato nadando chapotea el agua con sus patas una
vez cada 1.6 s, produciendo ondas superficiales con esa
frecuencia. El pato se mueve con rapidez constante en un
estanque en el que la rapidez de las olas superficiales es de
0.40 m/s, y las crestas de las olas por delante del pato estan
espaciadas 0.18 m. A) qué rapidez tiene el pato?. B) que
espaciado tienen las crestas detras del pato?.
http://artandperception.com/wp-

content/uploads/2009/03/duckl.jpg

R. a) Las longitudes de onda por delante de una fuente movil tienden a reducirse y estan dadas
por la expresion (tomada de la formula general del efecto Doppler):

VUV — Vg
A= ,
fs

en donde v es la velocidad de las ondas de agua y vs corresponde a la velocidad de la fuente.
Reemplazando y despejando vy:

018 =220 020
18 = 1/1.6’1]5_' S
b) Las longitudes de onda por detras del pato se obtienen de la expresion:
v+ Vg
A= =11m
S

2.94 Un jet comercial viaja a una altitud de 11 km con una rapidez de 850 km/h, igual a 0.8
veces la velocidad del sonido a esa altura (es decir, a Mach 0.8). Qué temperatura tiene aire a
esa altura?

R. Utilizamos:

RT
v=M y—,
u

u- como la masa molecular media del aire, 28.8 X 1073 kg/mol, y y = 1.4,R=8.315 J/molK
Despejando T=215.5 K (-57.5 °C).

2.95 Considere dos observadores, separados 100 km a lo largo del eje X miden la diferencia
entre los tiempos de llegada de las ondas S y P de un terremoto hipotético. El primer
observador, mas cercano al epicentro, mide en su sismoégrafo una diferencia de tiempo de
llegada de Atg, = 4.5s. El segundo observador mide en su sismografo una diferencia de
Atg, = 5s. Asumir que el Epicentro ha ocurrido en sobre una linea recta entre los dos

observadores. Hallar la distancia desde el epicentro al primer observador. Hallar la velocidad
de la onda tipo P suponiendo una relacién de Poisson de 0.25.

R. Sea x la distancia entre el primer observador y el Epicentro. En este caso:
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X X
———=45s5,
Us Vp

Aty, =

dado que vs < vp. El segundo observador estd localizado a una distancia 100-x desde el
epicentro, por consiguiente:

_100-x 100 —x _

Atsy = 5s.

Us Up

Resolviendo para x, obtenemos: x = 47.4 km. Si la relacion de Poisson es de 0.25, entonces:

o de forma equivalente A = u. La relacion entre las velocidades de las ondas P y S se obtienen
desde la expresion general:

Vp _ /1+2,u_\/§
p .

Us

Reemplazando en una (cualquiera) de las expresiones anteriores, finalmente se calcula el valor
numérico de vp = 25 km/s, mientras que la velocidad de las ondas tipo S es aproximadamente
igual avg = 14.4 km/s.

2.96 *Dispersion. Demostrar que la ecuacion de onda

0y 9%
Mo: T T ox?

tiene soluciones de onda viajera de la forma
y(x’ t) — fei(kx—wt)’

y determine la relacién de dispersidn entre los parametros k y w.
R. Claramente, la funcién y(x, t) constituye una solucién de la ecuacién anterior si se satisface
k2
w=—,
m

Es decir, la relacion de dispersion es de caracter cuadratico.

2.97 Propagacion de ondas en arterias. La velocidad de las ondas del pulso arterial (Pulse Wave
Velocity PWV) es una medida de la rigidez de las paredes arteriales. Esta cantidad es facilmente
medible en humanos, altamente reproducible y posee una alta correlaciéon con eventos de
mortalidad debido a causas cardiovasculares; ademas es reconocida por la Sociedad Europea
de la Hipertensién como parte integral del diagndstico y tratamiento de esta condicion.
Examinaremos el flujo pulsante de la sangre en una arteria con paredes delgadas y elasticas. En
un primer ejercicio asumamos que existen solo pulsaciones pero no existe flujo neto. Debido al
gradiente de presion en la sangre, las paredes arteriales tienden a deformarse. La fuerza de
restauracion eldstica en las paredes hace posible la propagacién de las ondas. La arteria de
radio a(x, t) varia desde un valor constante promedio a, en el tiempo y a lo largo del eje de la
arteria (x). Sea el area de la seccién transversal S = ma?, y la velocidad promedio u(x, t).
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Considere un volumen geométrico fijo entre x y dx, a través del cual el fluido se mueve
entrando y saliendo del mismo. La conservacién de la masa requiere:

aS N d(us) 0
ot ax

El balance del cambio en el momentum:

d(pus)
at

La rata neta del momentum que ingresa al volumen es:

d(pu?s
_opw’s)

Ox
La fuerza neta debido a la presién en los dos extremos es:

apsS)  .op 0S
ax  “ox Pax
mientras que sobre las paredes laterales

Combinando las anteriores expresiones, obtenemos:

(au + au) dp
—_— —_— = - —, £
P ot T % ox ox )

Supongamos que la presion por fuera de la arteria es constante, igual a cero. El cambio en el
radio de la arteria debe ser causada por el cambio en la presién sanguinea. La deformacion
elastica debido al incremento de la circunferencia es da/a. Sea h el espesor en la arteria,
mucho menor que a, y E como el médulo de Young. El cambio en la fuerza elastica es 2Ehda/a
la cual debe balancearse la fuerza debida al cambio de presién 2adp:

2Ehda
= 2adp,
el cual implica
dp Eh
da a?’
o
dp VrEh
ds ~ s3/2°

La presion se incrementa con el radio del tubo, pero la razén del incremento es menor para
radios mas grandes. Bajo integracion, obtenemos la ecuacion de estado:
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Eh VTEh

P=Do=—"-7=
a VS
La ecuacion (*) puede escribirse ahora como:

du ou Saop ,08
YL L
at dx pOx dx

con S definido por:

Eh
p ax Zpa

la cual tiene unidades de velocidad. Esta ultima expresion también se conoce como la ecuacion
de Moens-Korteweg. Esta ecuacion establece que la velocidad de las ondas de pulsacion es
proporcional a la raiz cuadrada del mddulo elastico incremental de la pared vascular con una
relacion constante del espesor de la pared h a su radio a.

2.98 Estimativo Numérico de la Escala de Richter. (a) A una profundidad de 1,000 km bajo la
superficie terrestre, las ondas S viajan con una velocidad cercana de 6,400 m/s. Que longitud
de onda tiene una onda S cuyo periodo de oscilacién es de 2 s? (b) Se utiliza la escala de
magnitud Richter para medir la fuerza destructora de los terremotos. La magnitud Richter m es
un ndamero puro, definido como

“tog(2)+ 5

= log T ,

en donde A es la amplitud de la onda en micras medida por un sismégrafo, B es un factor
empirico que depende de la distancia del epicentro del terremoto al sismégrafo, log(::) es el
logaritmo en base 10 de la cantidad (::), y T es el periodo de las oscilaciones en segundos.
Calcule la magnitud Richter del terremoto que causa una onda sismica del apartado (a) si un
sismémetro detecta oscilaciones con A =10 um. A esta distancia, B = 6.8. Los daiios
apreciables comienzan con m = 5y el terremoto mas fuerte medido a la fecha corresponde a
m = 9.5, en mayo 22 de 1960, Valdivia (Chile).

R. (a) Un estimativo de la longitud de onda se obtiene desde

A=vT =12.8 km.
(b) Reemplazando en la expresién anterior m = log( ) +68=7.5.
2.99 Una fuente sonora que se mueve con rapidez constante u se dirige perpendicularmente
hacia una pared. En t = 0 emite ondas de frecuencia f,y la distancia entre la fuente y la pared
es dy. Después de un tiempo T la fuente recibe el eco con una frecuencia f. Deducir a) Una

expresion para u en términos de f,, fz v la rapidez del sonido en el aire vy, b)una expresion
para d en términos de fy, fr, uy T.
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t=T
t=0 @ —> Q:> d

<

do

R. a) Utilizamos la férmula general de la frecuencia de Doppler en dos circunstancias. La
frecuencia del eco f3 recibida por la fuente, después de reflejarse en la pared es:

Vw

La velocidad de la fuente en términos de las frecuencias fy y fr (fr > fo):

(5
U _Mo )
Vw (f_R + 1)
fo
b) La expresion para la distancia d es:
dO —d =uT.

2.100 Onda Transversal en un segmento. Cuando se propaga una onda transversal senoidal en
un hilo, las particulas del hilo estan en Movimiento Armoénico Simple. Este es el mismo
movimiento que el de una masa m unida a un resorte ideal con constante de fuerza K’ cuya
frecuencia angular de oscilacién es w = /K’/m. Considere un hilo con tensién F y masa por
unidad de longitud u por el cual se propaga una onda senoidal con amplitud A y longitud de
onda A. (a) Calcule la constante de fuerza K’ de la fuerza de restitucion que actiia sobre un
segmento corto del hilo con longitud Ax, (Ax « 4).

R. Partimos de la expresion general para el movimiento transversal de los segmentos de un hilo
tenso con tensioén F.

%y _ g%
Hoez = " ox?
2
Para una onda senoidal se cumple ZTJZ/ = —k?2y, entonces:
0%y  k*F  4n’F
a2z pu y= UAZ s

el cual corresponde a una ecuaciéon de M.A.S para un punto localizado en una posicién fija x
sobre el hilo. La frecuencia de vibracién del segmento es aproximadamente igual a:
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_21r F
w= R

La constante de restitucién es K’ = w?uAx = 4mw?FAx /2.

2.101 Concepto de Impedancia. La relacion entre la fuerza y los aspectos cinematicos de las
ondas que se propagan en un medio elastico se denomina “impedancia”. Para una onda que se
propaga en un medio unidimensional infinitamente extendido, bajo los efectos de una fuerza
de compresion

F = —-SE Ou
N ox’

El campo de deformacion se propaga segiin
u(x, t) = dei(@t-kx),

en donde la amplitud de las deformaciones A = F,/iSEk, con F, como la amplitud de la fuerza
ejercida en el medio. Por definicion, la impedancia del medio es:

, F
Z = @: Sw/EPO:
ot

Mientras que la potencia promedio transferida puede definirse en términos de la impedancia
del medio:

()—FO2
PI=57

2.102 Barra acoplada a un reservorio o carga resistiva. Un
método utilizado para atenuar las vibraciones de una barra

corresponde al acople de una carga R; con impedancia igual a R
la impedancia intrinseca de la barra Z,;, en uno de sus —D
. . Za
extremos, como se ilustra en el diagrama. Carga
(dashpot)

En este ejemplo demostraremos que si se cumple esta condicion, las ondas incidentes sobre la
carga son completamente absorbidas y ninguna onda es reflejada. Considere una onda que se
propaga en la barra segun la expresion:

u(x, t) = A, ei@t=k0) 4 J gilwttkx)

con A, y A_ como las amplitudes incidentes y reflejadas respectivamente. La fuerza sobre la
barra se calcula como:

v

Ju L ,
F=-SE——= ISEk(A, ei@t=kx) _ j_giwt+k)),

Mientras que la impedancia de la barra en una posicion x se calcula como:
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. F  ESk(A,e ™ * — A_e™™)
== — —,
W o (e + A o)
ot
La impedancia de una barra “infinitamente” extendida, denotada por Zoz%Sk, puede

insertarse en la expresién anterior, resultando para una linea de longitud L:

(A’+e—ikL _ A’_eikL)

(/LLe—ikL + A_eikL)'

Z(L) = Z,

El coeficiente de reflexién R se define como la relacién entre la amplitud de la onda reflejada
por la carga y la onda incidente, definida como:

A_eikL
A, e ikl

~

R =

conduce a:

En forma equivalente:

Es claro por consiguiente que si la impedancia de la carga coincide con la impedancia de la
linea de transmision Zy, El coeficiente de reflexion R se hace cero, y toda la potencia
transportada por la guia en el punto de origen es transferida a la carga distante Z(L). La
impedancia del sistema guia-carga, vista desde la fuente, puede obtenerse, después de cierta
manipulacién algebraica como:

Z(L) + iZ, tan(kL)

2(0) = Zy Zo + iZ(L) tan(kL)’

2.103 *Ondas de Choque. Hemos asumido a través de todo el capitulo de ondas sonoras que las
amplitudes de las ondas son pequefias, el cual indica que la amplitud de presiéon es mucho
menor que la presion estatica del gas. Sin esta restriccion, las ecuaciones que gobiernan la
propagacion de las ondas se hacen muy complejas. Por ejemplo, el médulo de compresibilidad
volumétrico de un gas B = yp, tiene significado tnicamente cuando el cambio de presion es
pequefio comparado con su presién estatica. Cuando la amplitud de presién en una onda
sonora se aproxima a la presion estatica, nuevos fenémenos no lineales se hacen apreciables.
Dado que existe un limite inferior en la presion en un gas (p = 0), mientras que no existe un
limite superior claramente definido, esperamos una asimetria en los fendmenos asociados con
un pulso viajero de alta compresién, comparado con un pulso de considerable rarefacciéon. En
una explosion, por ejemplo, la velocidad del desplazamiento del gas en la region de alta
compresibilidad debe ser tan grande que no puede ser despreciable en comparacién con la
velocidad de onda. Como consecuencia, los cambios en la forma del pulso compresivo cuando
éste viaja generan un frente de onda que tiende a convertirse mas alargado. No es
sorprendente por lo tanto encontrar que un pulso de alta compresion rapidamente forma y
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mantiene un pulso de onda de choque, el cual se propaga a través del gas con una velocidad
considerablemente en exceso comparada con la velocidad “normal” del sonido en un gas. En un
pulso de rarefaccién de amplitud grande, un estado “inverso” existe, provocando un pulso que
se dispersa y se debilita cuando se propaga en direccién opuesta. Ninglin frente de onda se
desarrolla en este caso. Consideremos lo que sucede a un gas en reposo en un tubo de area
transversal S con un piston moviéndose con una velocidad constante Up, comenzando desde el
reposo en el instante t = 0. El tubo esta lleno inicialmente con un gas de presion p,, densidad
Po, V energia interna por unidad de masa E,, correspondiente a una temperatura Ty. El gas
tiene una relaciéon de calor especifico y y una velocidad del sonido normal definida por:

Po
Co = —

Pol

ct

A

Tl’El’ P]_,pl: To,EO,P();p()

PS> Uy —» c—»
Frente de onda

upt
Diagrama piston-frente de onda.

Denotaremos como c para la velocidad del frente de onda que viaja por el tubo cuando el
piston se le imprime espontaneamente una velocidad u,. La conservacion de la masa implica

que:
pPoctS = pl(c — up)tS,

Pr__ ¢
Po €U

Cuando el piston se ha movido una distancia u,t, la onda choque se ha movido una distancia ct.
La presién en el gas detras del pistén del frente de la onda de choque se incrementado desde p,
a un nuevo valor p; y con un cambio de densidad desde p, a p;. El gas entre el piston y el frente
de onda se mueve como una unidad con una velocidad u, del piston. El gas comprimido ha sido
calentado desde su temperatura original Ty a una nueva temperatura T;, con su energia interna
por unidad de masa aumentando desde E, hasta E;. Aplicamos la segunda ley de Newton a el
gas entre el piston y el frente de onda. En un tiempo t el gas contiene una masa pyctS, y
adquiere una velocidad u,, de tal forma que éste ha adquirido un momentum igual a pyctSu,,.
La razoén a la cual el gas adquiere momentum es igual a la fuerza neta exterior que la causa. En
términos de la diferencia de presion, ésta fuerza es (p; — py)S. De acuerdo con la segunda ley
de Newton,

P1 — Po = PoClUp-
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Igualamos el trabajo realizado sobre la muestra por la fuerza exterior a la energia total que el
gas adquiere en un tiempo t. Dado que el trabajo hecho es realizado inicamente por el piston,
tendremos:

1
p1Supt = EpoctSulz, + poctS(E; — Ep).

Aqui la presién involucrada es p; en lugar de p; — p,, responsable por la razén de incremento
en el momentum del gas. Dividiendo por S y t, tenemos

1
— 2
P1lp =5 PoCUp + poc(Ey — Ep).
Este conjunto de ecuaciones se conocen como las relaciones de Rankine-Hugoniot. Estas
ecuaciones involucran explicitamente ocho variables, las condiciones iniciales del gas py, po, Eo,
sus condiciones finales py, p;, E7, y las dos velocidades ¢ y u,. La relacion de la energia interna
E con la presién y la densidad es:

1
E=GT,

en donde C, es el calor especifico molar a volumen constante y u es el peso molecular.. En la
aproximacion del gas ideal:

° IS
[

=™
=

Combinando las anteriores expresiones:

p

E:u@—lf

La diferencia en la energia interna por unidad de masa del gas entre los estados final e inicial es
por lo tanto,

BBy = (- 12)
! 0 y—1\p; po

Combinando las expresiones anteriores, obtenemos la velocidad de propagacién de la onda de
choque en funcién del cambio de presiéon

1 1 _ 1/2
c=c0[1+—(1+—>(u>] .
2 14 Po

Es conveniente definir el nimero de Mach como la relacién entre la velocidad de choque y la
velocidad del sonido ¢,
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En términos de M, la relacién de la presidn es:

p1 2y
—=1+——-(M?*-1).
Po y+1

Las ecuaciones anteriores revelan las siguientes propiedades interesantes:
1) Larelacién de densidades en los dos lados del frente de la onda de choque se aproxima
a un limite que depende de y (gas ideal monoatémico):

pr__ v+l
po v—1+2/M*

2) Las relaciones de presion y la temperatura aumentan rapidamente con el cuadrado del
numero de Mach M?2.

3) La velocidad del piston, i.e., la velocidad del gas detras del frente de onda de choque
siempre es menor que M pero crece linealmente con M.

4) El proceso termodinamico involucrado en la formacién de una onda de choque es de
caracter irreversible, conforme el nimero de Mach aumenta.

5) Elnuimero de Mach del gas que se desplaza detras del piston puede encontrarse como

M Uy 2 (M 1)
Po ¢ y+1 M)

2.104 Ecuacion de onda no lineal en una cuerda. Demostrar que para grandes amplitudes la
ecuacién de las ondas transversales en una cuerda se convierte en

0%y To%y " 3 (63})2
at2  pox? 2\ax/) )’

R. Partimos de la expresion general para el movimiento transversal de un segmento de cuerda
de longitud Ax con densidad y, dado al principio del capitulo:

2y T1 , T
P pyY (sinf, —sinf,) = ;a(sm 0),

en el limite Ax — 0. Utilizando la aproximacién en series de potencia para la funcién siné:
. 1
sin@ = tan 6 —Etan3 0+

obtenemos:

%y T 9 1 T 0 (dy 1/0p\°
- = — 3 - | Z _ (=
ot?  pox (tan@ ztan 9) uox <6x 2((’)95) >'

utilizando la aproximacién tangente en un punto tan 8 = g—z. Finalmente:
0%y T (0% L 3 (631)2
otz p\ox? 2\ox) )

El cual corresponde a la forma requerida.
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2.105 Un tubo largo de area S; estd acoplado a un segundo tubo de 4rea S,, como se ilustra en
la figura. Ondas sonoras son enviadas desde el primer tubo a través de la juntura, donde son
parcialmente reflejadas. Hallar los coeficientes de la amplitud y de la intensidad de reflexién y
transmision en la juntura.

S1 Sz

X=0

R. La condicion de continuidad de la presion en ambos lados de la juntura es:
P1=DP2
mientras que la conservacion del flujo conduce a:
S1v1 = S,v,

en donde v; es la velocidad de las particulas normal a la superficie. La impedancia actstica
antes y despues de la juntura Z; y Z, estan definidas como:

s s
I_P_l__l(&>__12

vy S\ S 2
El coeficiente de reflexion

3
.= Zy =17y Sy
Zy+Zy 45
S2
y el coeficiente de transmision es:
. 2Z, 2
S Zi+Zy gy %

Coeficiente de intensidad de reflexiéon: R = r2.
Coeficiente de intensidad de transmision: T = (Z—l) t2. R+T=1.
2

2.106 Erupcién. En una erupcion volcanica de 1 ms se originan 106 ] de energia en una onda
sonora. Estime la intensidad y el nivel de intensidad asociada a la onda cuando ésta alcanza un
punto situado a 1 km del evento. Considere la velocidad del sonido igual a 343 m/s a 20 °C, y la
densidad del aire como 1.3 km/m3.
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R. La potencia de la fuente se puede estimar como la energia liberada en 1 milisegundo:

P = E/t = 10° W. La intensidad media a una distancia de 1 km, asumiendo que el sonido se
P
4ATR?

distancia es § = 101log({I)/I,) = 139 dB!l.

propaga de forma isotrdpica es: (I) = = 79.58 % El nivel de intensidad escuchado a esa

2.107 La intensidad en el umbral de audicién para el oido humano a una frecuencia
aproximada de 1 kHz es I, = 1.0 X 10712 W/m?, para el cual el nivel de intensidad B es 0 dB. El
umbral del dolor a la misma frecuencia es alrededor de 120 dB, ol =1.0 W/mz,
correspondiente a un incremento en la intensidad en un factor de 10'2. En que factor cambia la
amplitud de desplazamiento uy?.

R. A la misma frecuencia, las intensidades de las ondas estan relacionadas con la amplitud de
desplazamiento como:

2
L _ Uuy(@120 dB) _ 1012
IO Ug (@0 dB) '
La relacion de amplitudes es:

u(@120dB)  —
uy(@0dB) 10°% = 10"

La amplitud de desplazamiento molecular cambia en un factor de 10° entre el umbral del
audicién y el umbral del dolor.

2.108 Un dispositivo Doppler genera ondas de ultrasonido de f; = 2.26 MHz y se utiliza para
monitorear el latido cardiaco de un feto. Una frecuencia de pulsacién (maxima) de 500 Hz es
detectada. Asumiendo que la velocidad del sonido en el tejido es vy, = 1540 m/s, calcular la
velocidad maxima de la superficie del corazon del feto.

<<=

) ()0O000000 @

R. El dispositivo (en reposo) genera una onda que viaja hacia el feto y ésta se refleja con un

valor maximo de frecuencia cuando el movimiento de la pared del érgano se acerca hacia la
fuente, con una velocidad desconocida vg. La diferencia entre la onda emitida y la onda
reflejada en el dispositivo corresponde a la pulsacién detectada: 500 Hz. De esta forma,
teniendo en cuenta la convencidn de signos, tendremos que la frecuencia reflejada por el feto
es:

fr=(1+25) fe

Vw

mientras que la frecuencia que detecta el aparato es:
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(1+2)
! Vw
fd ( _ v_F) fd
(474
La pulsacion corresponde a la diferencia f; — f; = Af = 500 Hz.
Vr
— Yw
Af _( _U_F)fd
Uw
Despejando v obtenemos:
Af
cm
vp = fdAf vy =171 —
2+ i

2.109 Si la velocidad del flujo sanguineo en la aorta es alrededor de 0.32 m/s, cudl sera la
frecuencia de una pulsacién que se esperaria si ondas de ultrasonido de 5.50 MHz se dirigen a
lo largo del flujo y son reflejadas por las células rojas de la sangre?. Asumir que las ondas viajan
con una velocidad de 1540 m/s.

R. En este caso, la pulsacién esta dada por (con un procedimiento similar al ej. 2.108 ):

) Ve
— Yw
Af_ (1+g_‘§/)fd;

en donde v, es la velocidad de las células rojas. Numéricamente, Af = 2,285 Hz.

2.110 Suponga que una fuente de sonido con
frecuencia fr se mueve con velocidad vy respecto a un 0
observador distante y en reposo. Sin embargo, v no
se encuentra en la linea que une a la fuente y el
observador. Hallar la frecuencia y la longitud de onda
que capta el observador en términos de la velocidad
del sonido vy, y del angulo formado entre la linea SO
y el vector v.

Vg

R. En este caso utilizamos la férmula vectorial para el

o N1
Vw'?, . ~
- F) fr- Si los vectores D, y v
w

cambio de frecuencia debido al efecto Doppler. f, = (1 -

forman un angulo o, el producto escalar entre estos dos vectores es:d,, ' Vg = Vg cosa.
Finalmente:

_ fr
fo= (1 — E—Fcos a).
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La longitud de onda que capta el observador puede obtenerse desde la frecuencia: 1o = vy, /fo

(v — vpcosa)

fr

La frecuencia de las ondas que alcanzan el observador varia en el rango desde f, =

Aoz

-1
(1 +:—F) fr, €l cual corresponde al caso de la fuente alejandose del observador a una

-1
distancia muy grande, y fp = ( — :—F) fr que es el caso de la fuente acercandose hacia el
w

observador desde el “infinito”. En el caso ¢ = 90° no existe cambio entre la frecuencia emitida
y la captada.

2.111 Una cuerda de guitarra de L = 75 cm y 2.10 g de masa esta cerca de un tubo con un
extremo abierto y también de 75 cm de largo. Cual es la tension que debe tener la cuerda si se
produce resonancia entre su modo fundamental y el tercer arménico en el tubo?

R. La frecuencia del modo fundamental de vibracién de una cuerda es:

T
fF_ZL 'u:

Mientras que la frecuencia del tercer armonico en un tubo con un extremo cerrado es:

3175
=g

en donde vs = 343 m/s es la velocidad del sonido en el aire a 20°C. En resonancia:

_ 9viM

f3=T1r Y 4L

2.112 Cual es mdédulo maximo de la aceleraciéon para un elemento de un hilo por el que se
propaga una onda con 25 mm de amplitud, 0.72 m de longitud de onda, 4.1 Hz de frecuencia y
con direccion de propagacion hacia +X.?

R. Un elemento transversal de la cuerda experimentara M.A.S cuya aceleracion maxima es:

|@max| = ©?A = 4n?f?A = 16.59 m/s?
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2.113 Efecto Doppler. En un pequefio poblado, una sirena esta elevada a 100 m desde el suelo.
Un auto se aleja a 100 km/h directamente des esta sirena mientras emite un sonido de 440 Hz.
Cudl es la frecuencia del sonido que escucha el conductor como funcién de la distancia de la
sirena?. Graficar esta frecuencia como funcién de la posicién del auto hasta 1000 m.

R. Utilizamos la relacion para la
frecuencia detectada por un
observador que se mueve a una

> > velocidad v,,:

fo=1-2

0 9w] [ Vo ]
=[1-—cosb
- fr o cos 0| fr

0 /ﬁw
ol

fo=[1—”

El coseno del angulo entre los vectores de velocidad en términos de la altura de la sirena y la

distancia al mévil se calcula como: cos 8 = T’:dz . Reemplazando:
fo=|1 =\,
0 — D — .
Uw sz +d?
f(X) (Hz)
En cercanias de la sirena, la frecuencia que i
capta el observador es aproximadamente 4351
igual a la de la fuente (sirena) fo~f;. 4304
Suficientemente alejado de la fuente, la A23
frecuencia disminuye como fy~[1 — 420¢
Vo/Vwlfr- Después de 1 km de recorrido, la 415¢
frecuencia captada es aproximadamente 410¢
: , . . %
igual a 404.5 Hz. 4 o o Tonam)

2.114 La frecuencia fundamental para una onda estacionaria en una cuerda de 85 cm es 16 Hz,
y su densidad lineal de masa es 0.18 kg/m. Cual es la masa del bloque suspendido?

"
R. La tension en la cuerda es:
T =Mg,

mientras que la frecuencia del modo fundamental es de vibracion es:
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v 1 Mg
f 2L 2L | p
Despejando la masa del bloque M:
4L2 2
M = Iu = 13.6 kg.

2.114** (a) Hallar las vibraciones de una cuerda con extremo fijos enx=0yx =1L,
perturbada por una desviacion inicial representada en la figura. (b) Calcular la energia de cada
armdnico considerando que las velocidades iniciales en todos los puntos de la cuerda son
iguales a cero. La tensién de la cuerda es Ty la densidad lineal de masa es p.

tu(x,0)
Ry

R. (a) Es necesario resolver el problema de las vibraciones libres para los desplazamientos
transversales u = u(x,t)

0%u ,0%u
—=UT 0<x<L; t>0.

con las condiciones de contorno
u(0,t) = u(L,t) = 0;

y la condicién inicial:

h
x—x; 0<x<x
u(x,0) = h 0

T &~

Exploramos una solucidn del tipo superposicion de ondas estacionarias:

u(x,t) = Z A, sin(k,x) cos(w,t) ;
n=1
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con la condiciéon de extremo fijo: sin(k,L) =0; k, = nL—n; n =123y la relaciéon con la

frecuencia w,, = nmv/L. La amplitud de las oscilaciones se obtiene de la condicién de inicial:

u(x,0) = Z A, sin(k,x).
n=1
Utilizando la propiedad de ortogonalidad de la funcién seno:

2 (* _omm 2hL? - mm
A, = Zfo u(z,0) sin (TZ) dz = n2m2xa (L = x0) sin (Txo).

La expresion completa para las vibraciones transversales de la cuerda esta definida por:

2h12 /1 n
(—2) sin (Tn xo) sin(k,x) cos(wyt).

) ==
ulx 6 m2xy(L — x¢) 4 \n
n=

(b) La energia cinética de los arménicos se define como:

P fL<6u(x,t))2d .
—2M), o o

mientras que la energia potencial es:
1 L ou(x, t)\2
V=-uv? f ( ) d
ad 0 0x o
El calculo directo de la energia total de los armdnicos da como resultado:
1 T2
_ _ = 2
E—K+V—4,uLZ( ; ) 42
n=

Consideremos el caso especial en donde la cuerda se deforma en el punto medio x, = L/2. La
energia total de los armdnicos se reduce a la expresion:

2
E = —uh®v?,
LY

. . . wo Ssin(nm/2)? w2 . ..
teniendo en cuenta la convergencia de la serie 2"=1T=?' El trabajo mecanico

necesario para deformar la cuerda cuasi estaticamente se calcula mediante la integral:

h
2
W= f FydY = Y = 2uv? {,/h2 +(L/2)% - L/z} zzyhzvz; (h < L),
0

h Y
2 ——d
TJ;) JY2 4+ (L/2)?

el cual coincide con la energia total transferida a los armdnicos vibracionales.
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2.115 (a) Determine la longitud mas corta posible de un tubo cerrado en un extremo que
resonara en el aire bajo la acciéon de una fuente sonora de 160 Hz. Considere la velocidad del
sonido en el aire como 340 m/s. (b) Calcule este valor para el caso del tubo abierto en los dos
extremos.

R. (a) La longitud de onda para el modo fundamental de vibracién de un tubo con un extremo
cerrado es

A =4L.

Si la frecuencia de resonancia es de 160 Hz, entonces, con 1 = v/f, tendremos que la longitud
mas corta posible es:

L= d = 0.53
_4f_ . m.

(a) En el caso en que ambos extremos sean abiertos, la relacion entre la longitud de onda y la
longitud del tubo es:
A=2L.

= =106
=t m.
2.116 Usted esta parado entre dos bocinas separadas 80 m. Ambas bocinas estan tocando un
tono puro de 286 Hz. Usted empieza a correr directamente hacia una de las bocinas y mide una
frecuencia de pulsos de 10 Hz. Calcular la velocidad a la cual Ud. Esta corriendo.

L

R. Al acercarse a una de las bocinas, el observador registrara una frecuencia:
Vo
fi= (1 + _> fr,
vW
y al alejarse de la otra bocina, la frecuencia captada es:
Vo
I
—(1- _)
fi= (=32 fe

La frecuencia de pulsacién se define como la diferencia de las frecuencias entre las ondas
incidentes Af =10Hz =f; — f{ = ZZ—OfF. La velocidad del observador es por consiguiente
w

(tomando la velocidad del sonido como v,, = 343 m/s):

_w,Af 10x343  m
Vo= of T 2x286 s

2.117 Un meteorito impacta en la superficie del mar con una rapidez de 8800 m/s. Cuales son
los angulos de la onda de choque que produce (a) En el aire justo antes de impactar en la
superficie del océano y (b) en el océano justo después de entrar?. Suponga que las velocidades
del sonido en el aire y en el agua son 343 m/sy 1560 m/s respectivamente.
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R. Utilizamos a = arcsin(v/vs), en donde vg es la velocidad de la fuente y v es la velocidad del
sonido en el medio (Ver Ej. 2.92). (a) 2.23° (b) 10.21°. En esta aproximacion se considera que
la velocidad del meteorito no cambia significativamente al ingresar al océano.

2.118 Un terremoto genera tres tipos de ondas: Ondas superficiales (L), que son las mas lentas
y débiles; ondas de corte (S), que son transversales y transportan la mayor cantidad de energia,
y ondas de presion (P) que son longitudinales que se mueven mas rapido. La rapidez de las
ondas P es de aproximadamente 7 km/s, y la de las ondas S es aproximadamente 4 km/s. Al
parecer algunos animales logran detectar las ondas P. Si un perro detecta la llegada de las
ondas P y empieza a ladrar 30 s antes de que el terremoto sea sentido por los humanos, cual es
la distancia aproximada del perro al epicentro?.

R. Sea x la distancia requerida y At el intervalo de tiempo asociado a la diferencia de llegada de
las dos ondas. Por lo tanto:

X = Uptl = Ustz.
At:tz_t1:305.
thl = Us(tl + At).

Despejando t;

vgAt
tl = )
Vp — Vg
y reemplazando en la ecuacion inicial:
vpUgAL
x = = 280 km.
Vp — Vg

178



Notas de Clase: Fisica de Oscilaciones, Ondas y Optica (Version 03) | 2015

3. ONDAS ELECTROMAGNETICAS

Enunciamos las ecuaciones fundamentales del electromagnetismo y la derivacion de las
ecuaciones de propagacion de las ondas electromagnéticas en coordenadas cartesianas.
Muchos textos realizan la discusion detallada del significado fisico de las componentes de estas
expresiones, (e.g. ]. D. Jackson, Classical Electrodynamics, 1998) mientras que en estas notas
esbozaremos una introduccién simple en el contexto del fendmeno ondulatorio en medios
homogéneos en conexion directa con los conceptos discutidos en el capitulo anterior.

La descripcion de los fendmenos ondulatorios en la teoria del electromagnetismo se realiza
introduciendo los conceptos de campo eléctrico y campo magnético, denotados como Ey B
respectivamente. Estos campos son entidades vectoriales que dependen del tiempo y cambian
de valor punto a punto en el espacio y son generados por las cargas eléctricas fuente. En el
vacio, éstos deben satisfacer las ecuaciones:

V-E=0,
V-B=0,
VxE 0B
XE=——

at’
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VXB = 1 0E
2ot

La combinacién de estas ecuaciones conduce a las expresiones independientes para las
componentes de los campos eléctrico y magnético:

oo LO’E oo L0°B
T c2 ot T c2 a2’

en donde c es la velocidad de la luz en el vacio.

3.1 Solucion de Onda Plana

Consideremos el estado de polarizaciéon de onda plana ilustrado en el diagrama adjunto. En
este caso, el campo eléctrico E esta orientado en la direccién X, el campo magnético esta
orientado en la direccién Y y la direcciéon de propagacion de la onda es paralela al eje Z. Las
ecuaciones correspondientes a esta configuracién son:

0%Ey 1 0%Ex
dz2 2 at?’

0By 1 0°By
dz2 2 at?’

Una solucién al sistema de ecuaciones anterior puede representarse matematicamente como
(kc = w):

E(z,t) = Egye!*7=90yy = Eyy cos(kz — wt) Uy;
B(z,t) = Byye'*#=90U, = B,y cos(kz — wt) Uy;

Esta solucion corresponde a la solucién de onda plana: La direccién del campo eléctrico es
perpendicular al campo magnético en todo instante de tiempo y en todos los puntos que
configura el patrén ondulatorio. Ambos vectores estdn orientados en direccién perpendicular
al vector de onda K, cuya orientaciéon esta definida por el producto E X B. La relacién explicita
entre los campos Ey B se obtiene desde las leyes de induccidon electromagnética de (i)
Faraday-Henry y (ii) la ley de Circulaciéon de Ampeére-Maxwell. En forma diferencial, estas
relaciones pueden escribirse segtin la geometria seleccionada como:

0E dB 0E
a Zx-_% %x _y
0z at dy
.. 0By 10E OBy _
) -5 =z ox

Las soluciones para E(z,t) y B(z,t) conducen a una relacion para las amplitudes de los campos
eléctrico y magnético asociados a la onda plana. Desde la ecuacién (ii) se obtiene por
consiguiente:
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w
kBoy = C_zEOXJ
mientras que si utilizamos la expresidn (i)
kEox = wBoy,

el cual es idéntica a la ecuacion
inmediatamente anterior si se considera
que kc =w. Una forma equivalente
involucra directamente la velocidad de la
luz en el vacioc: Epx/Boy =c. Esta
ecuacién proporciona la relacion de las

,///

/‘l////

=

Direccion de

Propagacion

amplitudes de los campos cuando el plano de polarizacién de la onda (plano en el cual oscila el

campo eléctrico) esta definido por XZ.

FORMULAS IMPORTANTES, ONDAS ELECTROMAGNETICAS.

Ecuacion de Onda EM (E, B) _ 109%Ex 9?By _ 1 9%By
c2 at2’ 9z2 c2 9t2
Vector de Poynting (W/m?2) P =c?sEXB
Intensidad Media de una onda EM 1y = csOEg
(W/m2)
Densidad de Energia (J/m3) goEZ
Ug = Up = )
Presion de Radiacion (Pa) Praa = {I)/c
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EJEMPLOS: ONDAS ELECTROMAGNETICAS

3.1 Demostrar que 1/./ gy, tiene unidades de velocidad (m/s) en el sistema S.1.

R. ¢ corresponde a la permeabilidad eléctrica del vacio, en unidades de Faradios/metro
(F/m), mientras que la permeabilidad magnética y, tiene unidades de Teslas-metro/Amperio.
Especificamente: [C]: Unidad de carga eléctrica, (Coulombs), Corriente Eléctrica (Amperios):

[A]=C/s
[F]=[C/V], [T] = [Vs/m?]
Por lo tanto:
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_1_9]

[\/50#0] J C _v-sz_[s

VmAm V-m C-m

3.2 Pardmetros del campo EM. El campo eléctrico de una onda electromagnética plana tiene
una amplitud de 1072 V/m. Encontrar: (a) El médulo del campo magnético. (b) La densidad de
energia de la onda. (c) Si la onda es completamente absorbida cuando incide sobre un cuerpo,
determinar la presion de radiacion.

(@) By =79/, =33x10"11T.
(b) up = goEZ = 8.85 x 10716 J/m3.

(c) Presidn de Radiacion/ Superficie absorbente:
Draq = {I)/c = 4.42 x 10716 N/m?

3.3 Eficiencia Luminica. Suponer que una lampara de 100 W y 80% de eficiencia irradia
toda su energia en forma is6tropa. Calcular la amplitud de los campos eléctrico y magnético a 2
m de la ldmpara.

R. La energia que emite la ldmpara en forma de calor corresponde a una potencia de 80W
(80% de eficiencia) mientras que 20% restante se emite en forma de Radiacién
Electromagnética. A dos metros de la lampara, un observador puede detectar una intensidad:

(1) = 1’/4m2 = 0.398 W/m?2.

La amplitud del campo eléctrico a esa distancia se obtiene desde:

2(1) Vv
Ey= [—=1731—
ceg m

La amplitud del campo magnético esta definido por:

=Fo/. =577 x 1078 T.

3.4 Una onda arménica que se propaga por un medio unidimensional tiene una frecuencia de
500 Hz y una velocidad de propagaciéon de 350 m/s. (a) Calcular la distancia minima en cierto
instante, entre dos puntos del medio que oscilan con una diferencia de fase de 60°. (b) Calcular
la diferencia de fase de oscilacidn, en cierto punto, para un intervalo de tiempo de 10-3s.

(a) La diferencia de fase es (en cierto instante)

kAx = 60° = =

X = —3
L P
*T3kTe e M
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(b) En cierto punto, la diferencia de fase es
wAt = 2nfAt = m (180°).

3.5 Un haz de luz con longitud de onda de 630 nm incide de manera normal en un espejo. La luz
reflejada interfiere con la luz incidente para formar una onda estacionaria que tiene un nodo
en la superficie del espejo. (a) Qué tan lejos del espejo esta el antinodo mas cercano? (b)
cuantos nodos hay desde el espejo hasta una distancia de 1 mm?

R. (a) La distancia entre un nodo y un antinodo consecutivo es A/4 = 157.5 nm. (b) Por cada
315 nm existen dos nodos. En una distancia de 1mm (10¢ nm), existen 3,174 semi-longitudes
de ondas o nodos.

3.6 Onda Electromagnética Plana. Una onda luminosa plana sinusoidal con polarizacion
lineal y longitud de onda 1 = 5,0 X 10~’m (luz verde) se propaga en el vacio. La intensidad
media es 1071 W/m?2. La direccién de propagacién est4 en el plano XY a un angulo de 45° con
respecto al eje X. El campo eléctrico oscila paralelo al eje Z. Escribir las ecuaciones que
describen los campos eléctrico y magnético de esta onda.

[

R. El campo eléctrico estd polarizado en la direccion Z y el vector de propagaciéon tiene
componentes en X y Y definidas por:

K = kyi + kyj = k(cos(45%)i + sin(45°))) = k(2 i +Z}).
La magnitud del vector k se obtiene desde la longitud de onda: k = 2w /A, es decir: 12.56 X

10°(m™1). La frecuencia de la onda es: w = kc = 3.77 X 10*° rad/s. Si la intensidad media de
la onda (I) esta definida por 0.1 W/m?, la amplitud del campo eléctrico asociado es:

2(1) 4
Ey= |— =8.68—.
ce m

La amplitud del campo magnético es: 2.89 X 10~8 T. Finalmente, la ecuacién para el campo
eléctrico se escribe como:

E(x,y,t) = 8.68sin(8.88 x 10°(x + y) — 3.77 x 10*° t) V/m (k).
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3.7 El campo magnético estd en la direccién tal que el producto vectorial con el campo
eléctrico E es paralelo al vector de propagacion k. Veamos la figura:

450 45° k
X

El frente de onda esta formado por los vectores E y B, en donde B debe ser perpendicular al

vector Ey k simultdneamente. Es claro entonces que B yace en el plano XY y forma un angulo
de 45° con el eje X y apunta en sentido negativo de las Y. En unidades del SI, entonces:

-

B(x,y,t) = 2.89 X 10785sin(8.88 X 10°(x + y) — 3.77 x 101° t) (gi - “75 j

3.8 Radiacién Solar. Suponiendo que la radiacion electromagnética procedente del Sol se
puede considerar como una onda plana armdnica, cuyo campo magnético tiene una amplitud
de 3,42 10-¢ T en la superficie terrestre, calcular la cantidad de energia que incide al mediodia,
durante 10 minutos, sobre la superficie del agua de una piscina de 20m de largo, 5m de ancho y
2m de profundidad.

R. La intensidad promedio de la onda incidente puede obtenerse desde la ecuacion:

0y = cB§ LW
T 2uy O m?%

En una superficie rectangular de 20m x 5m (100 m?) en 10 min (600 seg.), la cantidad de
energia que incide puede estimarse como:

(E) = (I)At = 84 x 10°].

3.9 Una onda electromagnética se propaga en un medio transparente (no magnético) y su
campo eléctrico E en unidades S.I. esta dado por:

Eyx = 0; Ey(x,t) =30sin |21 (5 x 10%t —4%10_3)]; E, = 0.

(a) Determinar la frecuencia, periodo y fase inicial del campo E. (b) Escribir la expresion del
campo magnético B asociado con el campo eléctrico de la onda en el vacio. (c) Obtener la
magnitud del vector de Poynting.

R. (a) Frecuencia: f =5 x 10% Hz. Periodo: T = % =2 x 107 1%, Fase inicial: cero. (b) La

direccion de propagaciéon de la onda es +X, la direccién del campo magnético es: v = 2.0 X
107 m/s.

By (x,t) = 1.5 x 10~°sin |27 (5 x 10% — 4+w—3)] (T).
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(c) Magnitud del vector de Poynting (transparente no magnético):
5 w
((0 =cC €0EoBO = 3584‘ F

3.10 Presion de Radiacion. La intensidad de una fuente de luz brillante es de 935 W/mz2.
Encuentre la presion de radiacion media (en Pascales) sobre una superficie completamente
reflectora.

R. En una superficie completamente reflectora, la presion de radiacion se define como:

21
Proa = <T> = 6.23 X 107 Pa.

El factor 2 proviene de la condicién de superficie completamente reflectora.

3.11 Potencia de Radiacion. La potencia media de una estacion difusora es de 104 W.
Suponiendo que la potencia se irradia uniformemente sobre cualquier semiesfera con centro
en la estacion, encontrar el médulo (magnitud) del vector de Poynting y las amplitudes de los
campos eléctrico y magnético en un punto a 5 km de la fuente. Suponer que a esta distancia el
frente de la onda es plano.

R. El campo eléctrico asociado a esta onda, a una distancia de 5 km es:

E, = 2P =0.22V
07 |2mrice, /m

By = Eg/c =733 x10710T

El campo magnético es:

El mo6dulo del vector de Poynting:
S| = c2egEoBo = 128 X 10~ —
IS| = c“&oEoBg = 1. mZ
3.12 Luz Laser I. Un laser emite una onda electromagnética senoidal de 4 x 1013 Hz. La onda

se propaga en el vacio en direcciéon +y, B oscila en direcciéon x y tiene una amplitud de
7.30 X 10* T. Escribir las ecuaciones vectoriales para E y B.

R. El nimero de onda asociado es k = @ =8.38 x 10° m~1. El campo eléctrico se escribe

como:

\Y
E(y,t) = (2.2 X 10°)sin[8.38 x 10°y — 25.13 X 1013t]a(k),

mientras que el campo magnético toma la forma:
B(y,t) = (7.3 x 107%)sin[8.38 x 105y — 25.13 x 10%3¢] (T)(i).

3.13 El campo eléctrico de una onda electromagnética en el vacio esta dado por:
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/4
E=31 (E) cos[1.8y + 5.4 x 108t]Uy.

() Escribir una expresion del campo magnético de la onda. (b) Calcule la intensidad promedio
asociada a la onda.

R. (a) El campo magnético esta dado por:
B = 103.3(nT) cos[1.8y + 5.4 X 108t]U,.

ceoEE

(b) La intensidad promedio de la onda es: (I) = — = 1.28 W/m?

3.14 Luz Ldser Il. Un laser de Helio-Nedn emite luz roja visible con una potencia de 360 mW
en un haz que posee un didmetro de 4.0 mm. (a) Cudl es la amplitud de los campos magnético
y eléctrico de la luz?. (b) Cudl es la densidad media de energia asociada a estos campos?. (c)
Cudl es la energia total contenida en una longitud de 0.5 m del haz? (a) La potencia promedio
del Laser y la intensidad se relacionan a través de la expresion: (I) = P/A. A representa el
area transversal del haz: A = r?,r = 2 mm. La intensidad promedio y la amplitud del campo
eléctrico estan conectadas a través de la relacion E, = %I: Combinando estas dos

expresiones, es posible obtener el valor de la amplitud del campo eléctrico:

KV
Ey = 4.6—.
m

La densidad media de energia asociada a los campos es:

g0 E§ s J
=936 x107°—.
2 m3

U = Ug =

(c) La energia total contenida en un volumen Ves: U = u;V = 1.17 x 1071°].

3.15 Orden de magnitud de la presién debido a la radiacién electromagnética. La potencia
promedio en el haz de un laser es 4.3 mW y tiene una intensidad uniforme dentro de su haz de
1.2 mm de radio. Suponga que el haz incide de manera normal sobre una superficie absorbente.
a) Cudl es la presion que ejerce el haz sobre la superficie que incide? b) Qué fuerza ejerce el haz
sobre la superficie?

R. a) La presion se obtiene como la intensidad media del haz laser sobre la superficie dividida
en la velocidad de la luz:

_ () Potencia/Area P P 317 % 10-6 P
P="7 c "~ Ac  mR*¢ 7 &
b) La fuerza ejercida por el haz sobre la superficie es: F = pA = 1.433 x 10711 N,

3.16 Luz Monocromdtica. Una fuente de luz monocromatica (i.e., su longitud de onda es
unica) de 75 W irradia ondas electromagnéticas sinusoidales uniformemente en todas las
direcciones. A qué distancia de la fuente la amplitud del campo eléctrico es de 0.430 V/m?

R. En este caso, el area a considerar corresponde al area de una esfera de radio r: 4Amr?, y la
relacion con la potencia emitida por la fuente es:
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2P
r= |———=156m.
4AmcEg e,

A una distancia de 156 m desde una fuente puntual de 75 W, la amplitud del campo eléctrico
asociado a la onda electromagnética es del orden de 0.430 V/m.

3.17 Interferencia. En la pantalla de un televisor se forman imagenes dobles o fantasmas
cuando la sefial del transmisor llega al receptor de forma directa e indirecta
simultaneamente, después de haberse reflejado en un edificio o en cualquier otra estructura
metdlica grande. En un aparato de television de 25 pulgadas, la doble imagen esta
aproximadamente 1 cm a la derecha de la imagen principal si la sefal reflejada llega 0.6 pus
después de la sefial principal. Calcular la diferencia en las longitudes de las trayectorias para
las dos sefiales. La sefial de la imagen “fantasma” experimenta un retardo de 0.6
microsegundos con respecto a la sefal original.

Si consideramos que el campo que transporta la sefial obedece una relacién sinusoidal:
Eoriginai(x,t) = Eq sin[kx — wt], la sefial del campo fantasma alcanzara el receptor en un
tiempo posterior t + At, aproximadamente con la misma amplitud, después de reflejarse en
algan obstaculo metalico. Asi, la sefial “fantasma” tiene la forma:

Efantasma (X, t) = Eg sin[k(x + Ax) — w(t + At)],

en donde Ax se considera como la distancia adicional que recorre la onda antes de llegar al
receptor. Cuando la sefial fantasma y la sefial original actiian en sincronismo, los factores de
fase son los mismos, i.e.:

kAx — wAt = 0,

At
Ax = ——=180m.
k
La onda fantasma debe recorrer unos 180 m adicionales antes de alcanzar la antena del
receptor y asi producir el mismo tipo de sefial sobre el televisor. Las dimensiones y el
desplazamiento de la imagen fantasma con respecto a la imagen original son datos
irrelevantes en este caso, y dependen s6lo de como éstas sean procesadas.

3.18 Presion de radiacion en una superficie totalmente reflectora. Un espejo pequefio de area
A = 6 cm? esta frente a una fuente de luz situada a 4 m. La amplitud del campo eléctrico en la
superficie del espejo es de 0.0350 V/m. (a) Cuanta energia incide en el espejo en 1 s? (b) Cual
es la presidn de radiacion media ejercida por la luz en el espejo? (c) Cual es la potencia total
de radiacidon de la fuente si se supone que radia uniformemente en todas las direcciones?

LUZ ONDA EM ESPEJO
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R. (a) La energia que incide en 1 s sobre el area del espejo (potencia) puede obtenerse de la
relacién de intensidad:

ceoEd

P=(DA= A=976x10"*W.

(b) Si consideramos la superficie como un reflector perfecto, la presién de radiacion
absorbida se define como:

2(I) 2P w
PRESIONRadiacion = —~ = — = 1.08 X 107** Pa,

c) Parauna fuente de luz ubicada a 4 m, la potencia de radiacion es:

ceoEd

P=(DA= A=327x10"*W.

3.19 Onda Electromagnética Estacionaria. Una onda electromagnética estacionaria en cierto
material oscila a una frecuencia f = 2.0 X 10'° Hz. Los planos nodales de B estan separados
4.0 mm. Calcule: (a) La longitud de onda en este material. (b) La distancia entre planos nodales
adyacentes del campo E. (c) La rapidez de propagacion de la onda.

R. (a) Si los planos nodales consecutivos estan separados 4.0 mm, esta distancia corresponde
efectivamente a la mitad de una longitud de onda en el material. La longitud de onda es por
consiguiente igual a 8 mm. (b) La distancia entre planos nodales asociadas al campo eléctrico
es la misma que para el campo magnético, i.e, 4.0 mm. Los campos oscilan en fase. (c) La
rapidez de propagacién de la onda es v = 0.008 x 2.0 x 101° = 1.60 x 108 m/s.

3.20 En una red de telefonia celular, una onda electromagnética senoidal emitida por una
antena de microondas tiened =5.20cm y una amplitud del campo eléctrico de 4.50 X
1072 V/m a 3 km desde la antena. a) Cual es la frecuencia de la onda?. b) La amplitud del
campo magnético? c) La intensidad de la onda?

8
R. a) La frecuencia de la onda se obtiene por la relacién: f = % = % Hz = 5.77 x 10° Hz.
b) La amplitud del campo magnético es: B = % =1.50x 1071°T.

c) La intensidad media de la onda que llega al receptor es:

(1) = % = 2,69 x 1076 W/m2.
3.21 Una onda electromagnética armdnica plana en el aire tiene una longitud de onda de
4.25 cm y una amplitud de campo E de 0.840 V/m. (a) Cudl es la frecuencia?. (b) Cual es la
amplitud de B ? (c) Cudl es la intensidad? (d) Cual es la fuerza media que ejerce esta radiacion
sobre una superficie totalmente absorbente de 0.50 metros cuadrados de area perpendicular a
la direccién de propagacion?.

R. (a) Aproximando la velocidad de propagacién de la onda en el aire como c, la frecuencia se

calcula como: f = % = 7.05 x 10° Hz. (b) La amplitud del campo magnético es B = % = 2.8nT.
2
(c) Su intensidad es (I) = % =9.36x 107* % (d) La fuerza sobre una superficie de 0.5
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metros cuadrados se obtiene desde la expresion para la presion de radiacion asociada a esta

onda: F = PA = % = 1.56 x 10~ 12N,

3.22  Polarizacién de una Onda EM. Una onda electromagnética tiene un campo magnético
dado por B(y,t) = (4.38 x 1078T) sin(wt + (7.45 X 10%)y)Ux. Escriba una ecuacién vectorial
para el campo eléctrico E(y, t).

R. Es claro que el campo electromagnético se propaga en direcciéon -Y. Un diagrama simple de
los estados de polarizaciéon de los campos se ilustra en la siguiente figura:

I

El campo eléctrico posee direccion Z, y su féormula vectorial puede escribirse como:
Vy .
E(y,t) = (13.14 E) sin(wt + (7.45 X 10%)y)(=U)).

3.23  El Sol emite energia en forma de ondas electromagnéticas a razén de 3.9 X 102 W. Esta
energia es producida por reacciones nucleares en el centro del Sol. a) Encuentre la intensidad
de la radiacion y su presion sobre un objeto absorbente en la superficie (radio r = R). Considere
el radio del Sol como 6.96 X 108 m. b) Calcular la intensidad de la radiacién sobre la superficie
terrestre.

a) Sobre la superficie del Sol, la intensidad promedio de la radiacién se estima como:

P 39x10%°W
~ Area  4m(6.96 x 108)2m?

A\
(1) = 64.1 X 10° —5

@ = p =0214Pa

b) En la superficie terrestre, considerando que la distancia Tierra - Sol en promedio es
150 millones de kilémetros:

La presion sobre un objeto absorbente es:

P 3.9 x 1026 W

1) = =
& Area  4m(1.5 X 1011)2m?2

w
= 1.379 x 103 —.
m

La intensidad sobre la superficie terrestre es menor en tres 6rdenes de magnitud
comparada con aquella intensidad de la radiacion emitida en la superficie del Sol.

3.24 Atenuacion de una onda electromagnética. Calcular la atenuaciéon en dB/m, para una
onda plana uniforme de 1 MHz en agua de mar. Suponga que la Permitividad dieléctrica
relativa del agua de mar &, = 78 y la conductividad ¢ = 4 (Qm)~1.

R. El coeficiente de atenuacion (o) es utilizado para cuantificar el decrecimiento de la amplitud
de las ondas como funcién de la frecuencia en diferentes medios. Este coeficiente puede ser
utilizado para determinar la atenuacién total en dB en el medio, utilizando la siguiente
férmula:
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Atenuaciéon = a ] £[cm] - f{MHz]

[MHZ cm

La expresion final para el coeficiente de atenuacién se obtiene calculando la componente
imaginaria del nimero de onda asociado a la onda electromagnética que se propaga en el medio:

a=a)g—ﬂ 1+(%)2—1.

En las unidades especificas, la atenuaciéon es (con u = 4w X 10_7%m): a=632%x10"7dB/
(MHz m).

3.25 Una bombilla de 100 W convierte alrededor del 5% de su potencia en radiacién visible. a)
Cuadl es la intensidad promedio de la radiacion visible a una distancia de 1 m de la bombilla?, y a
una distancia de 10 m?. Suponer que la radiacién se emite en forma isotrdpica y desprecie las
reflexiones.

R. La radiacién Visible tiene una potencia de 5 W. a) La intensidad promedio es (I) =§:

5 = o —
2 () = 0397 2.b) 1) = 0.00397 %

3.26 Balanza de torsién. Considere una Hallar el angulo en términos de los
balanza de torsion utilizada para medir parametros conocidos (1), k, L, A.

presion de radiacion. Dos espejos de forma

circular, cada uno de area A y separados sus

centros del eje central por una distancia L, se

conectan mediante una barra horizontal

suspendida de una fibra. El momento de 1 o
torsion cuando la fibra se gira un angulo Af es ‘\
T = kA, en donde k es la constante de torsion =l \ 2

de la fibra. Sobre el espejo 1 incide luz con una e

intensidad (I), mientras que el espejo 2 esta en
la sombra. La balanza alcanza su posicién de
equilibrio después de girar un angulo A#6.

R. La presién de radiacién sobre una superficie perfectamente reflectora se obtiene desde la
intensidad media de la radiacion electromagnética como:

_20)

)

c
en donde c es la velocidad de la luz. La fuerza sobre un espejo de area A es:

2(1)A

F=pAd=""C2
p c

mientras que el par torsion sobre la fibra se obtiene directamente como:
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2(I)AL
L= 0 =K

El angulo de giro del sistema finalmente es directamente proporcional a la intensidad de la
radiacién e inversamente proporcional a la constante de torsion de la fibra.

2(1)AL
(DAL _ o
KC

3.27 Radiacidon césmica de fondo de microondas llena todo el espacio con una densidad de

0~ 14 # (a) Hallar los valores rms del campo eléctrico asociado a esta

radiacién. (b) Qué tan lejos de una estacion de radio de 10 kW emitiendo uniformemente en todas
las direcciones se encontrara un valor similar?

energia promedio de 4 X 1

R. (a) La relacién entre densidad de energia y amplitud del campo eléctrico es:

2u mV
Ey= |—=951—.
&o m

El valor rms es: Ey /N2 = 67.22 mV/m. (b) Utilizamos la expresion:

2P
L iy
4ncEfgq

en donde P es la potencia de la fuente en el origen y E; corresponde a la amplitud del campo
eléctrico en la posicién r desde la fuente. Reemplazando los datos numéricos, r = 8.1 km.

3.28 El campo magnético de una onda electromagnética viajera tiene una amplitud rms de 10
nT. Cudnto tiempo le tomaria a esta onda transportar una energia de 100 ] hacia una pared de 1
cm?, incidiendo normalmente?.

R. La potencia media asociada a una onda EM en el vacio es:

Una energia promedio de 100 ] transferida a una superficie de 1 cm? tomard un tiempo
aproximado de t = g = 418 x 107s, (485 dias~ 1.33 afios).

3.29 Un laser de 200 W produce un haz de area de seccién transversal de 1 mm? y longitud de
onda de 628 nm. Cudl es la amplitud del campo eléctrico en el haz?.

R. La intensidad promedio del haz es:

(1>—P—200><106 w
A m?2’

El campo eléctrico se obtiene desde
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2(1 \%
E, = i =3.88x 10° —.
C&y m

La amplitud del campo eléctrico no depende explicitamente de la longitud de onda.

3.30 Dos astronautas estan en reposo en el espacio exterior, uno a 20 m del transbordador
espacial, y el otro, a 40 m. Usando un laser 100 W, el astronauta que esta a 40 m decide propulsar
al otro hacia el transbordador enfocando el laser sobre un trozo de metal totalmente reflectante
del traje espacial. Si la masa total del astronauta con equipo es 100 kg, en cuanto tiempo alcanzara
el transbordador?.

R. El astronauta de desplazara con movimiento uniformemente acelerado

_F pA 2DA
CMTMT M’

en donde p es la presion de radiacion electromagnética sobre la superficie totalmente reflectora de area
A. El producto {I)A corresponde a la potencia asociada al l4ser. La posicién del astronauta en funcion del
tiempo es:

(A

t) =d——-t?
x(t) B

en donde d es la posicién inicial del cuerpo. El tiempo requerido para alcanzar el trasbordador es:

f= M is2m
= (I)A_ . IS.

3.31 Cual es la presidn de radiacion debida a la luz solar que incide sobre una superficie
perfectamente absorbente, cuyo vector normal a la superficie forma un angulo de 70° con
respecto a la luz incidente?

\70°
\\

N

R. La intensidad de la radiacién solar promedio en la superficie terrestre se estima alrededor
de 1400 W/m2. La presion de radiacion sobre una superficie normal absorbente es

(I
p= == 4.67 uPa.
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Sobre una superficie que forma un angulo de 70° con respecto a la direccién de propagacion de
la radiacién, p’ = p cos 70° = 1.60 uPa.

3.32 Un laser produce luz polarizada en la direccion vertical. La luz se desplaza en direccién Y
positiva y pasa por dos polarizadores cuyos dngulos de polarizaciéon son 35°y 55° con
respecto a la vertical. El haz laser es colimado (no se hace convergente ni se expande), tiene
una seccion transversal circular de 1 mm de didmetro y su potencia media es de 15 mW en el
punto A. Cudles son las magnitudes de los campos eléctrico y magnético y cudl es intensidad
del haz laser en el punto C?.

R. La intensidad de la luz laser disminuye una vez ésta pasa por el primer polarizador segtn la
ley de Malus:

I, = I cos? 0.

Este es el valor de la intensidad media en el punto B, con 8; = 35°. Al pasar por el segundo
polarizador, con 8, = 20°, en el punto C:

I, = 1, cos? 8, = I, cos? B, cos? B,.

Enel punto 4, [, = 19.1 %’ Enel puntoC, I, = 11.3 l:nlg Las magnitudes de los campos por lo

tanto son:

212 3 V Eoe)
EO(C) = a =292x%x10 a, BO(C) = c =973.2nT.
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4, OPTICA GEOMETRICA Y ONDULATORIA

En el capitulo anterior estudiamos en forma breve los aspectos generales de la teoria de
propagacion de una Onda Electromagnética plana. La 6ptica es la rama de la ciencia que
estudia la interaccion entre la radiacion y la materia. El desarrollo de las imagenes radioldgicas
obtenidas desde un aparato de rayos X hasta los sofisticados sensores optoelectrénicos
modernos involucran los conceptos fundamentales de difraccién, interferencia, absorciéon y
transmision de los campos electromagnéticos a través de los materiales, tejidos bioldgicos o
arreglo periédicos de cristales en estado sélido. La informacién resultante de esta interacciéon
(respuesta espectral) proporciona datos sobre las caracteristicas fisicas del sistema, como el
pardmetro de red de un arreglo cristalino, en el caso de los rayos X, o las diferentes simetrias y
frecuencias propias de los modos de vibracion de las moléculas que componen un sistema, en
el caso de la espectroscopia Raman, solo por mencionar dos casos. En este capitulo nos
centraremos en el estudio de las leyes elementales de la éptica geométrica y la dptica
ondulatoria. En el primer caso, exploraremos la teoria de propagaciéon de los rayos en
diferentes medios como espejos y lentes utilizando ejemplos resueltos. En el segundo caso, el
enfoque es orientado a discutir los conceptos de interferencia y difracciéon para diferentes
fuentes ondulatorias. Algunas definiciones necesarias se presentan brevemente:

Frente de Onda: Lugar geométrico formado por el producto vectorial entre el campo eléctrico
E y campo magnético B en una onda electromagnética.

Rayo: Linea imaginaria en direccién paralela a la direccién de propagaciéon de la onda
electromagnética, representada usualmente por el vector de onda k.

indice de Refracciéon: Relacion entre las velocidad de propagacion de la onda
electromagnética en el vacio y en el medio:

S| a

n es una cantidad adimensional mayor o igual a 1, depende de las propiedades intrinsecas del
medio y responde a la frecuencia de la radiacién incidente.
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Tabla 4.1.
n (Valores a Temperatura
ambiente y presion
indice de refraccién aproximado para atmosférica para longitudes
varios compuestos de onda de 589 nm)
Aire (0 °C) 1.000293
Amoniaco (0 °C) 1.000376
CO2(0°QC) 1.000451
Cloro (0 °C) 1.000773
Hidr6geno (0°C) 1.000132
Metano (0°C) 1.000444
Benceno 1.501
Etanol 1.329
Agua 1.333
Ioduro de Metileno 1.726
Diamante 2.417
Zafiro 1.767
Cuarzo Fundido 1.458
Pirex 1.474
Flint Denso 1.655
Hielo (0°C) 1.310
Sal (NaCl) 1.544

4.1 Leyes de Snell: La relaciéon entre los indices de refraccién en una frontera de
separacién entre dos medios y los dngulos de los rayos incidentes y refractados con respecto a
la normal de la frontera, puede escribirse como:

n, sinf; =n,sinf,,

mientras que la relacion entre los angulos de incidencia y reflejado es de igualdad:
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9»_{ = 91.

El esquema geométrico para la ley de Snell se muestra en la siguiente figura.

\‘ 01 61
ny

n; : 0,

4.2 Reflexion Total Interna: Si el rayo incidente no se refracta hacia el segundo medio,
toda la luz incidente se reflejard en el primer medio. Este fendmeno sucede para angulos
mayores e iguales a cierto dngulo critico que puede calcularse desde la ley de Snell como:

N4 sin O;pitico =N, sin90°
4.3  Angulo Critico
Sin Ocpitico =Nz /My

El dngulo critico aparece cuando el indice de refraccion del segundo medio es menor que el
indice de refraccion del primer medio.

4.4 Principio de Fermat

La ley de Snell puede estudiarse desde el principio de tiempo minimo de Fermat. Considere
dos medios con diferentes de coeficientes de refracciéon y separados por una frontera plana en
el plano Y=0. Si un haz de luz es emitido en el punto (1) con coordenadas (-x,y1), atraviesa la
frontera y alcanzara el punto (2) con coordenadas (x,-y2), como se indica en la figura. La
distancia horizontal entre los puntos es L. El tiempo total que toma el haz de luz desde el punto
(1) al punto (2) es:

_VP vt Ve -0+

12
%1 Uy

conv,, = c/ny, como las velocidades de la luz en los medios (1) y (2) respectivamente.
Minimizando el tiempo requerido:

ox =E

5t12_0 1( nyx n,(L — x) )
Syl U -2 +y3)
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Simple geometria conduce a la relacion:

mx  np(L—x)
Vaz+yf JL-0?+y3

n, sin 8; =n, sin G,.

Este calculo demuestra que la ley de Snell es consecuencia del principio de tiempo minimo de
Fermat: La luz recorre el camino que le tome el menor tiempo posible.

A 4

01 || V1 ny

n; (2)

4.5 Reflexion en una Superficie Esférica

En esta seccion se deduce la férmula que relaciona la distancia posicion, distancia imagen y el
foco de un espejo esférico coéncavo hacia la luz incidente. La nomenclatura a utilizar puede
resumirse en la siguiente lista:

C - Centro de curvatura
V- Vértice del espejo

CV - Eje 6ptico
P- Punto Objeto

P’-Imagen del punto P

s- Distancia del punto Objeto al vértice V
s’-Distancia de la Imagen al vértice VV
R-Radio de Curvatura del espejo
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Un haz de luz parte del punto objeto P, se refleja
con un angulo & con respecto a la normal, en el
punto B y finalmente llega al punto P’ sobre el
eje optico CV. En el tridngulo APBC se cumple
¢ = a + 0, mientras que en el tridngulo AP'BC

se cumple la relacién f = ¢ + 6. Combinando
estas dos expresiones, tendremos a + f§ = 2¢.
Las distancias correspondientes se obtienen con
las formulas de tangente:

h
tana = —— ;tanf = ;tangg = ——
- B ¢

s'—6 s=6"

En la aproximacion de angulos pequeiios, y para el caso en el que la distancia horizontal entre
el vértice V y la proyeccion del punto B sobre el eje éptico es muy pequefia comparada con las
distancias s y s’, tendremos la relaciéon conocida entre el radio del espejo y éstas distancias:

4.6 Interferencia

El fendmeno de interferencia ocurre en general cuando dos o mas ondas coinciden
simultaneamente en un punto en el espacio. En dptica, este fendmeno explicaria la naturaleza
ondulatoria de la Luz cuando ésta atraviesa por un obstaculo cuya dimensién es similar a la
longitud de onda asociada (difracciéon de Franhoufer), o por un sistema de doble rendija de
Young. En ambos casos no es posible explicar los efectos subsecuentes de estos experimentos
utilizando el modelo corpuscular de la Luz, y por consiguiente se hace necesario replantear la
aproximacion. Consideremos dos ondas coherentes con la misma amplitud que se propagan en
un medio homogéneo y con una diferencia de fase relativa 6. Matemdaticamente, la onda
resultante en un punto puede escribirse como:

y(x, t) =y.(x, t) + y,(x,t) = Asin(kx — wt) + Asin(kx — wt + §).

Utilizando la identidad trigonométrica

_ _ _[at+b a—>b
sma+51nb=251n[ > ]cos[ > |

tendremos

6 1)
y(x,t) = 2A cos (5) sin (kx —wt + E) .
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La amplitud de la onda resultante depende de la diferencia de fase relativa de las ondas que la
conforman: A(§) = 24 cos (6) . Existen entonces valores parad en los cuales la amplitud

2
resultante es maxima, o cero. En el primer caso, existe interferencia constructiva para:
6 =2nm, n=0,1,2....
De forma analoga, interferencia destructiva se presenta con valores de la fase dados por:

§=02n+ 1D, n=0,1,2....

La intensidad de la onda resultante es proporcional al cuadrado de la amplitud:

1(8) = I, cos? (g),

cuyos valores claramente fluctiian en el rango entre 0 e 1.

ko Patron de intensidad producido por dos

\ L0 n\ j . .
[\ fuentes de ondas coherentes con diferencia
| [ | o8t | () f ) L
\ [\ AR [ ( de fase relativa 8. Se observan maximos y
| | | | | | |
T (| ?'° \ | ) minimos alternados para diferencias para
| | | | | .
". | ‘.' pat | I.' | valores enteros pares e impares de 7,
J
\Vf o ek V[ respectivamente.
\ / \ / I.‘ / \
10 o 3 o o°

Si la diferencia de fase se produce por una diferencia de recorrido entre las ondas Ar = r, — 17,
el cambio de fase asociado se calcula como:

21
Ap = kAr = TAr.

Desde la discusion anterior se puede por consiguiente deducir que si la diferencia de camino es
un multiplo entero de la longitud de onda A, se presenta interferencia constructiva. De forma
andloga, si la diferencia de camino es un multiplo semientero impar de 4, la amplitud de la
onda resultante es cero y existe el fendmeno de interferencia destructiva.

Ar =mA, m = 0,1,2... Interferencia Constructiva
Ar = (m + %) A, m=0,1,2 ... Interferencia Destructiva

Interferencia de luz de dos fuentes I: Experimento de Young. Dos ranuras separadas entre si
0.3 mm estan ubicadas a 85 cm de una pantalla. Cual es la distancia entre la segunda y tercera
lineas oscuras de la configuracion de interferencia en la pantalla cuando las ranuras estan
iluminadas con luz coherente de 600 nm?
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r2

=0

R. En un sistema de doble rendija, las posiciones de los minimos de orden m estan dadas por la
expresion:

Ar =dsinf = (mi%)/l, m=0,+1,+2 ..,

en donde d es la distancia entre las rendijas; 6, el angulo de refraccidon; A, la longitud de onda y
m el orden de los minimos. Para m = 2, sin@ = 0.005, mientras que para m =3, sin8 = 0.007.
La distancia entre franjas oscuras es aproximadamente Ay = 85 X A6 = 0.17 cm.

Patron de Fraunhofer. Es posible calcular la intensidad de la configuracion del patrén de
difraccion de Fraunhofer de una sola ranura (sin utilizar el método de los fasores). Considere la
figura adjunta. Sea y’ la posicién de un punto dentro de la ranura con ancho g, con y’= 0 en el
centro de la ranura. Dividimos la ranura en tiras infinitesimales de ancho dy’, cada una de las
cuales actiia como fuente de ondas secundarias. La amplitud de la onda total en el punto O en la
pantalla lejana a una distancia D es E,. La amplitud de la onda secundaria proveniente de cada
tira infinitesimal dentro de la ranura es E,(dy’/a), de modo que el campo eléctrico de la onda
secundaria a una distancia X de la ranura es:

!

d
dE = E, (%) sin(wt — kX).

En términos de la distancia a la pantalla, la distancia X puede aproximarse a: (a << D)
X~D — y'siné,

por consiguiente la contribucién debido a una tira infinitesimal es:

!

d
dE = E, <Ty> sin(wt — k(D — y' sin 0)).

Integrando sobre todas las contribuciones dE de todas las partes de la ranura, obtenemos:

2 7 [(dy'). .
E(P) = fadE =faE0 e sin(wt — k(D —y'sin@)) =
"2 2
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Ey
kasin@

ka ka
{cos (a)t — kD — 7sin 9) —cos (a)t — kD + 75in 9)}

Utilizando propiedades de la trigonometria, esta dltima relaciéon puede simplificarse a:

sina masind
E(P)=Eosin(wt—kD)( i ) a="22

Aplicando el limite 8 — 0, correspondiente al punto O de la figura, es posible demostrar que la
onda esta descrita por:

E(P) = E, sin(wt — kD).

Si la intensidad promedio en el punto O es I, entonces la intensidad en el punto P estd dada
por:
. 2
1= (sm a)
0 a 4

que corresponde al patron de intensidad asociado a la difraccién por una rendija.

Difraccién de Fraunhofer. La distancia angular entre el centro y el primer minimo de un patréon
de difraccién de Fraunhofer de una sola rendija se denomina semi-ancho angular. (Ver figura).
Obtener el semi-ancho angular (factor y en la figura) para un laser que emite en el rojo (A =
632.8 nm), e incide en una rejilla con una abertura de 0.1 mm ubicada a una distancia de 2 m
de una pantalla. El primer minimo de difraccién esta definido segin asin 8 = A. El valor de la
funcién sin® puede aproximarse al valor de la funcién tan®, en la aproximacién de pantalla
lejana. De esta forma:

sinf ~tanf =

o<
QN
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La distancia y es por lo tanto: y = DA/a. Numéricamente: y =1.27 cm.

\ /\E h/\f’

a a

EJEMPLOS: OPTICA GEOMETRICAY
ONDULATORIA

4.1 Ley de Snell. Calcule el dangulo de transmisién para un rayo en el aire (n, = 1) incidente
a 30° en un bloque de vidrio con n,, = 1.52.
R. El 4ngulo de transmision se obtiene aplicando la ley de Snell: 19.2°.

4.2 Un rayo de luz que se desplaza en el aire incide sobre un bloque de hielo cuyo indice de
refraccion es 1.31. Cudl es el mayor angulo de incidencia para el cual se presenta reflexion total

interna en la cara lateral del bloque (Punto A)?
/
|

R. El dngulo critico en la interfase Hielo-Aire se obtiene desde la ley de Snell:

Nhielo SIN Berit = 1, Berie = 49.76°
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Cualquier rayo de luz con angulo de incidencia sobre la cara lateral de valor mayor o igual a
49.76° experimentara reflexion total interna. El valor de 6 se obtiene aplicando la ley de Snell
en la cara superior del bloque:

Ngire SINO = Npje1p SIN A = Npje1, COS B.
En particular:
sinf = 1.31 cos .

Reflexién total interna sucede cuando 8 = f..;;:- Por consiguiente, el angulo de mayor valor
para el cual aparece reflexion total interna en la cara lateral es:

6 = arcsin(1.31 cos 49.76) = 57.81°.
El valor de §.,;;define el maximo valor del &ngulo de incidencia para esta condicién.

4.3 Un recipiente lleno de liquido cuyo indice de refraccion es de 1.80 tiene un fondo de
espejo que refleja la luz que le llega. Un haz de luz incide sobre la superficie superior del
liquido (desde el aire) a un angulo de 38° con respecto a la normal. Con qué angulo (con
respecto a la normal) saldra el haz del liquido después de recorrer el liquido, reflejarse en el
fondo y regresar a la superficie?

Espejo ==

R. El angulo de salida con respecto a la normal, después de aplicar sucesivamente la ley de
Snell, es igual al angulo de entrada: 38°. El angulo del rayo de luz en el interior, con respecto a
la normal es 20.0°.

4.4  Enla figura,a = 45°y el indice de refraccion del prisma es de 1.655. Cual debe ser el
valor de 6 si el rayo alcanza el lado derecho del prisma y forma un angulo igual al angulo
critico?
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R. La trayectoria del haz que se propaga en el prisma se ilustra en la figura. El angulo 3 debe
satisfacer sin g = 1/n,,, § = 37.17°. Con respecto a la normal del prisma y en el interior del

mismo, el dangulo del haz refractado es 45° — 37.17° = 7.83°. Sobre la cara diagonal del prisma
se satisface de nuevo la ley de Snell:

sinf = n, sin7.83%; 6 =13.03°.

El haz de luz debe incidir a unos 13° con respecto a la normal de la cara diagonal del prisma
para producir reflexién total interna sobre la cara lateral.

4.5  Reflexion Muiltiple. Considere dos superficies planas y reflectoras infinitamente
delgadas, en posicion paralela y separadas una distancia d. El indice de reflexién de cada una de
las superficies es r y el indice de transmisién es t. Calcular la intensidad de todos los rayos
reflejados y refractados. Considere que la luz incide perpendicularmente, o con angulo
pequenio.

I, Ior Iort? Iyr3t? IyrSt?

S /
NN N\

Ipt? Iot?r? Igt?r* I,t%r® Iyt?r®

R. Si un rayo incide con una intensidad I,, éste se reflejard con una intensidad I,ry se
transmitira con una intensidad Iyt. La intensidad total de los rayos reflejados, excepto el
primero, se calcula como:

1 1-r
Iort?(L+r2 4+ r* + - +) = [rt? (m) = [yr (1 - r)
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conr<1y r 4+t = 1.Incluyendo la intensidad del primer rayo reflejado, obtenemos:

/ 2r
(1 +7)

Analogamente, la intensidad total de los rayos refractados obedece la relacion:

1—r
t?(A+7r2+7r*+ -+ =1< )
ot*(I+ri+r ) o\T 1,

La suma de estas dos ultimas expresiones conduce al valor de la intensidad de la luz incidente
Iy.

4.6 Una semiesfera maciza de vidrio que tiene un radio de 10 cm y un indice de refraccion
1.5 esta colocada sobre una mesa con su cara plana hacia abajo. Un haz de luz paralela cuya
seccion circular tiene 1 cm de diametro, se propaga hacia abajo y penetra en la semiesfera a lo
largo de su didmetro. Cudl es el didmetro del circulo luminoso formado sobre la mesa?

R. Considere el diagrama de rayos ilustrado en la figura.

El angulo de entrada « del rayo incidente, con respecto a la normal, esta dado por:

) D
sina = SR

en donde D es el didmetro del haz incidente y R es el radio de la semiesfera. El angulo de
refraccion (con respecto a la normal) puede obtenerse desde la ley de Snell:

sina = n, sinf.

Con los datos numéricos, @ = 2.87°, = 1.91°. Otra relacién geométrica ttil que relaciona los
dos didmetros es:

D—d
2Rcosa

tan(a — B) =
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Despejando para d:
d =D —2Rcosatan(a — ) = 0.667 cm.

El didametro del haz incidente disminuye en un 33%.

4.7 Dos aberturas horizontales y paralelas separadas una
distancia de 0.6 mm estan iluminadas por un rayo de 500
nm como se ilustra en la figura. La luz que es difractada a
ciertos dngulos 8 exhibe interferencia constructiva, mientras
que con otros angulos se cancela. Hallar los tres angulos mas
pequefios para los cuales existe interferencia (a)
constructiva y (b) destructiva.

R. (a) La diferencia de fase asociada a la diferencia de caminos asin 8 = r; — r, se calcula como

2masin
A

Si la diferencia de fase es multiplo entero de 27, los dngulos para los cuales existe interferencia
constructiva es:

sind =0,

)

Q>

21
.

Numéricamente, 8, = 0°,6, = 0.048° 6, = 0.095°. (b) El patron de interferencia destructiva
aparece cuando la diferencia de fase es un multiplo impar de m:

2masin @

1 =, 3m,5m...

Los angulos en los cuales aparece un patrén de interferencia destructiva son:

A 3151
S =’ 2a’ 24

Numéricamente, 6, = 0.024°,6, = 0.072°,6, = 0.12°.

4.8 Interferencia de luz de dos fuentes II. Luz roja de longitud de onda de 644 nm, desde una
fuente puntual, pasa a través de dos rendijas paralelas y delgadas separadas 1 mm. Determinar
la distancia entre la franja brillante central y la tercera franja oscura del patron de
interferencia formada sobre una pantalla paralela al plano de las rendijas y localizada a una
distancia de 1 m.

R. Utilizamos la relaciéon anterior para el angulo de refraccion del sistema de doble rendija, con
m=2 (signo positivo en la formula anterior), y la geometria de la figura:
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sinf =

N| U1
Q| >
Q
=~ >

en donde L = 1 m. La distancia desde el franja brillante central y la tercera franja oscura es
X =1.61 mm.

4.9 Fenémeno de Interferencia. Dos antenas de radio que emiten sefiales en fase estan en los
puntos A y B separadas d = 200 m. Las ondas de radio tienen una frecuencia f = 5 MHz. Un
receptor de radio se desplaza desde el punto B a lo largo de una perpendicular a la recta que
une a Ay B (recta BC, en la figura). A que distancias de B habra interferencia destructiva?.

En cualquier punto a una distancia x desde el punto B sobre la linea BC existe una diferencia de

camino: Ar = Vx? + d? — x. Se produce interferencia destructiva cuando del desfase de las
ondas recibidas sea un multiplo impar de =, i.e,, n, 3x, 5x...:

2nf

T
kAr = TAr =, 3m, 57 ...

La ecuacion para resolver para x es:

m _C 3¢ 5¢
X X—zf,zf,zf...

El minimo de orden 1 de interferencia destructiva (a la derecha de B) aparece cuando x es:

_ 4d2f2—C2

X1 =T = 651.7 m.

El minimo de orden 3 esta localizado en x; = 177.22 m. Minimo de orden 5 (el cual es el mas
cercano a la derecha de B) x; = 58.33 m.

4.10 En un experimento de doble rendija, 2=488 nm, L = 1.14 m (la separaciéon desde las
rendijas a la pantalla), y la separacion entre franjas oscuras consecutivas es Ay = 6.1 mm. Cual
es la separacidn entre las rendijas?.

R. La separacién entre minimos de interferencia consecutivos de ordennyn — 1 es:

. . I\ 1 I\NA A
sindy = sin0y = (n+3)3-(n-3)3=7

En la aproximacion de angulos pequefios,
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: . Ay 4
sin@,, —sinf,_; = T =7

De esta tltima expresion obtenemos la distancia entre rendijas.

d—AL—915
=3y 0L pm.

4.11 Sobre la superficie superior de una placa transparente incide luz desde el aire, con un
angulo 8,. Las superficies de las placas son planas y paralelas entre si. (a) Demuestre que
0, = 0,.(b) Demuestre que el desplazamiento lateral d del haz emergente esta dado por la
relacion
_, sin(6, — 6;)
B cos 6,

’

En donde t es el espesor de la placa. (c) Un rayo de luz incide con un dngulo de 60° sobre la
superficie de una placa de vidrio de 1.80 cm de grueso y 1.66 de indice de refraccion. El medio
a ambos lados de la placa es aire. Encuentre el desplazamiento lateral entre los rayos incidente
y emergente.

R. (@) De las relaciones de Snell para el haz incidente:
nsin@, = n'sin6y,
y para el haz emergente
n'sin @;, = nsin .

Comparando estas dos dultimas expresiones, tendremos 6, = 6. (b) Desde el tridngulo
formado por los vértices 400°P, el segmento OP es:

_ t
P =

cos 6’

mientras que el segmento PQ = d. En el tridngulo 40PQ se cumple

d
_t
cos 6y,

SP

sin(6, — 0) =

Despejando d;

_, sin(6, — 6;)
B cosf,
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B

(c) Con los datos suministrados, 8;, = 31.45°, yd = 1.0 cm.

4.12 Ley de Snell. Un haz fino de luz blanca esta dirigido hacia una placa plana de vidrio tipo
Flint F2 con un angulo de incidencia de 20° con la superficie de la placa. Debido a la dispersion
en el vidrio, el haz se divide en un espectro visible. El indice de refraccién del vidrio en funcién
de la longitud de onda esta representado graficamente en la figura 1. (a) Los rayos Ay B de la
figura 2 corresponden a los extremos del espectro visible. Cual corresponde al rojo y cual al
violeta? (b) calcular el espesor d de la placa de tal forma que el espectro tenga un ancho de 1.0
mm.

20°

| 4§ T g — .
\
‘ \\‘/guﬂumum dense flint LaSFY

1.8 l'

\ 7 7
= |\ . Vacio Vacio
1] \ \ —_ Dense flimt SF1)
= LT ———

c
e [\ N FlintF2
= — Flimg F2
a L6 ]
'E \\\&\h —__Barium crown Baky
=
\\\ Borosilicare crown BK7 B
1.5 — — —
Fiuorite crown FR3TA
A
14 T T T T T T
02 04 0.6 08 1.0 1.2 14 16 1 mm
Wavelength & (jum) Flg 2
Fig. 1

R. En el caso (a), es suficiente con calcular el d&ngulo de refraccidn en el vidrio. Si el angulo
incidente es 70° (obsérvese que éste debe ser obtenido con respecto a la normal de la
superficie) el angulo de refraccion en el vidrio es:

Nyacio SINO = Nyigrio SinO'. Para la luz violeta, A = 400 nm y n,,;4,i,~ 1.653, mientras que para
la luz rojaA = 700 nm, el indice de refraccion del vidrio cambia a n,;gi0~ 1.61.8'es por lo
tanto:

Luz Violeta: 34.6°.
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Luz Roja: 35.7°.

Por consiguiente, el angulo de separacion del haz de salida con respecto a la normal asociado a
la luz violeta es menor (69.83°) que el angulo asociado a la luz roja (69.967°). En la geometria
de la figura 2, en conclusién tendremos:

Rayo B: Luz Violeta
Rayo A: Luz Roja.

Nétese que estos rayos tienen un dngulo de salida aproximadamente igual a &ngulo de entrada
de la luz blanca (70°). La diferencia reside en las pequefias modificaciones que aparecen
debido al cambio en el indice de refraccion con la longitud de onda.

(b) Ladistancia A = 1 mm entre los rayos paralelos A y B se obtiene adaptando la férmula:

)

sin(6,—8 sin(8,-6},
A=d (6a—65p) _ ( a - b)
cos 6y cos 6,

en donde 6, corresponde al dngulo de incidencia del haz de luz blanca (70°), y 8y, (6) el
angulo debido a la refracciéon producida por el haz de luz de violeta (roja) en el vidrio.
Despejando d, se obtiene el espesor de la placa: d =21.7mm.

4.13 Sistema de doble rendija. Un sistema de doble rendija con un espacio de 0.15 mm y una
ldampara de luz Sodio que produce una emisién brillante de 589 nm. Qué tan lejos de las
rendijas deberia colocarse una pantalla para observar franjas brillantes consecutivas y
separadas 10 mm?.

R. La condicidén de Interferencia constructiva conduce a:
dsinf = A.

El 4ngulo entre dos franjas brillantes consecutivas es:

8. — sing Ay 2
sin; —sinf; ~ —- =
La distancia de separacidn a la pantalla es:
dAy
D= - = 2.546 m

4.14 Experimento de doble rendija. En un experimento de doble rendija se utiliza luz
monocromatica de 563 nm de longitud de onda, donde la separacion entre rendijas es de 0.18
mm. Cudles son los dngulos que corresponden a los maximos m=1 y m=2?. Cudles son los
angulos de los minimos m’=1y m’=2?.

R. Para el primer maximo de interferencia, la diferencia de fase debido a la diferencia de
recorrido es 2m. Por consiguiente:

A¢p = 2m,

Ap = kAr = kd sin 0 = 2m;
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A
sinf; = E; 6; = 0.179°.
Para el segundo maximo de interferencia, A¢p = 4,

21
=6, =0.358°

sin@, = 7

El primer minimo de interferencia ocurre cuando A¢ = m,

A
—; 6y, = 0.0895°.

sin @y, = >d

mientras que el segundo minimo de interferencia obedece la condicién A¢ = 3,

A
—; 6, =0.2685°.

sin6,, = >d

4.15 Difraccion en Miiltiples rendijas I. Una rejilla plana de difraccion tiene 4000 ranuras/cm.
Suponga incidencia normal. Las lineas a y 6 emitidas por una luz proveniente de un gas de
Hidrogeno tienen longitudes de onda de 656 nm y 410 nm respectivamente. Calcule la
separacién angular en grados de estas lineas en el espectro de primer orden.

R. Las lineas del espectro del gas Hidrogeno son caracteristicas de los maximos de intensidad,
con la relacion: d sin @ = mA, en donde d corresponde a la separacion entre ranuras:

1
4000/cm

=2.5x107°m.

Para el espectro de primer orden, m =1,y AG~ Ad—/l = 5.64°, en donde se ha utilizado sin6~6.

d=

4.16 Difraccién en Miltiples rendijas II. Un haz delgado de luz amarilla de 600 nm incide
normalmente en una rejilla cuya etiqueta indica 2000 lineas/cm y cuya imagen se forma sobre
una pantalla paralela localizada a 1 m de distancia. Calcular la distancia a lo largo de la pantalla
desde la linea brillante central a las lineas de primer orden.

R. Una rejilla de difraccidon (diffraction grating) es un arreglo repetitivo de aperturas u
obstaculos que altera la amplitud o fase de una onda. Esta rejilla consiste usualmente de un
gran numero rendijas o monticulos paralelos y uniformes igualmente espaciados a una
distancia a. Cuando ondas de longitud de onda A inciden normalmente sobre la rejilla de
difraccion, los maximos son observados en angulos 8,,, con respecto a la normal estan definidos
por la ecuacién:

mA = asin 0,,,

en donde m =1,2... es el orden de la imagen difractada. Esta misma relacion aplica para los
maximos principales en el patrén de interferencia incluso para sistemas de dos o tres rendijas.
Sin embargo el patrén puede volverse bastante complejo si las rejillas son suficientemente
anchas de tal forma que en una sola rejilla de difraccion contenga varios minimos de
interferencia.

La distancia entre el maximo central y la linea de primer orden es:

A 600 nm

2~ 5000mm 1%

sinf =
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y=Xtanf ~Xsinf = (1) X 0.12 m.
En donde X es la distancia a la pantalla.

4.17 Una luz monocromatica de longitud de onda de 620 nm, proveniente de una fuente
alejada, pasa por una ranura de 0.450 mm de ancho. La configuracion de difraccion se observa
en una pantalla situada a 3 m de la ranura. En términos de la intensidad I, en el pico del
maximo central, calcular la intensidad de la luz en la pantalla a las siguientes distancias con
respecto al maximo central: (a) 1 mm, (b) 3 mm.

R. La intensidad en cualquier punto sobre la pantalla esta dada por:

sin a)z
)

1(6) =1 (
© =1 (—
con @ = mwasinf /A. En la aproximacion de dangulo pequeiio, usual en estos casos, tendremos:
. y
sinf = tanf = —;
D

en donde y es la distancia desde el centro de la pantalla (posicion del pico del maximo central)
y D es la distancia desde la ranura a la pantalla. La intensidad en cualquier punto de la pantalla
se aproxima a:

in (F9)\*
_, (5n(57)
[y)=Io| —Fay —
DA
Enelcaso (a)y=1mm
1 = 0.82],
Y enelcaso (b) y=3 mm
1 =0.11],

4.18 Espejo Concavo. Un espejo concavo debe formar una imagen del filamento de un faro
de un automovil en una pantalla que se encuentra a 3.20 m del espejo. El filamento tiene una
altura de 5 mm y la imagen debe tener una altura de 35 cm. (a) En qué posicidn enfrente del
vértice del espejo debe colocarse el filamento? (b) Cual debe ser el radio de curvatura del
espejo?.

(a) Utilizando la férmula de magnificacién, es posible obtener la distancia objeto desde el
vértice del espejo:

m= Y __ 0'353 =-70. Ladistancia objetoes:dy = 3.2/70 = 4.57 cm. .
y 5x10™
(b) La distancia focal se obtiene por la férmula:
1 1 1
+-—== f=451cm; R=2f=9.01cm.

0.0457 32 f’
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Diagrama de rayos, espejo céncavo.

do 0.35m

di=3.2m /

4.19 Un haz de luz en el aire incide sobre una placa de vidrio cuyo indice de refraccion es de
1.62. Cual es el angulo de incidencia 6, con esta placa para el cual el angulo de refraccion es
0,/2, medida con respecto a la normal?.

Aire

Vidrio

R. Utilizando la ley de Snell, tenemos

. . (ba
ngsin(6,) = n,sin <7>
Despejando el angulo de incidencia:

0, = 2cos~1(n,/2n,), 6, =71.8.
4.20 Espejo Céncavo. El espejo concavo mostrado en la figura tiene un radio de curvatura de

4 m. Un objeto 00’ de 5 cm de altura, es colocado a 3 m al frente del espejo. Por (a)
construccién y (b) por calculo, determine la posicién y la imagen I en I'.
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R. (a) El rayo OA, es paralelo al eje principal. Este rayo, como todos los rayos paralelos, es
reflejado a través del foco principal F en la direccién AFB’. El rayo OB es normal al espejo y se
refleja en la direccién inversa BCB’ pasando a través del centro de curvatura C. El rayo OFD el
cual pasa a través del foco F, y como todos los rayos que pasan a través del foco F, es reflejado
en direccion paralela del eje principal DD’. La interseccion I de dos rayos cualquiera es la
imagen de O. La imagen es real, invertida, aumentada y a una distancia mayor que la del objeto,
medida desde el espejo. (b) Utilizando la ecuacién del espejo,

Resolviendo paras;, s; = 6 cm. La imagen es real (dado que s; es positivo) y localizada a 6 m
desde el espejo. El tamafio de la imagen se define por:

Altura de laimagen
Altura del objeto

_|6m|_2
" 3m|l 7

Sl
So
Es decir, la altura de la imagen es de 10 cm.

4.21 Tamario de la Luna (en la tierra). El didmetro de la
Luna es de 3,480 km y su distancia a la Tierra es de 386,000
km. Encuentre el diAmetro de la imagen de la Luna formada

por un espejo de telescopio concavo de 1.85 m de longitud
focal.

R. Dada la gran distancia a la que se encuentra la Luna, la

imagen de ésta se forma en el foco del espejo, y el aumento
lateral es:
s f 1.85 science.howstuffworks.com
=—rx—=—————=48x107°.
M=~ 386000000 0 X0

El diametro de la imagen es:
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d =md = 0.0167 m (1.67 cm).

4.22 Espejo convexo. Un objeto de 6 cm estad localizado a 30 cm al frente de un espejo
esférico convexo de 40 cm de radio. Por (a) construcciéon y (b) por calculo, determine la
posicién y el tamano de laimagen I en I".

R. (a) Seleccionemos convenientemente dos rayos provenientes de O: El rayo OA, paralelo al eje
principal, es reflejado en la direccion AA’ como si éste pasara por el foco principal F. El rayo OB,
dirigido a través del centro de curvatura C, es normal al espejo y se refleja en sentido contrario
en direccion CBO. Los rayos reflejados AA” y BO no se encuentran nunca, pero parecen
originarse desde el punto I detras del espejo. Por lo tanto, II’ representa el tamafio y la posicion
de la imagen 0O’. (b) Utilizando la ecuacion del problema 4.20, se obtiene una imagen virtual
localizada a s; = —12 cm, reducida en tamafio (2.4 cm), no invertida y generada por un objeto
real en frente del espejo. Todas las imagenes formadas por espejos convexos son virtuales, no
invertidas y reducidas en tamafio.

4.23  Actividad Optica. Suponga que en la trayectoria de un haz ingresa a un sistema de N
polarizadores ideales. El haz incidente en el polarizador 1 es plano polarizado, y el eje de
transmision del polarizador 1 esta girado un angulo 6/N respecto al anterior en el mismo
sentido, de modo que el ultimo polarizador tiene su eje girado un angulo 6 con respecto al
plano de polarizaciéon 1. (a) Hallar la intensidad transmitida después del ultimo polarizador,
considerando a I, como la intensidad del haz incidente. (b) Determine I /I, para el caso donde
0= %rad, N=10, (c) N=100 y (d) N=1000. Algunas sustancias, como una solucién de azicar en
agua, pueden girar el plano de polarizacién de un haz polarizado sin una reduccién notable de
la intensidad de dicho haz. Este fen6meno se denomina actividad dptica.

R. (a) Después que el haz sobrepasa el primer filtro, la intensidad que emerge de éste es:

0
W= 2(—).
0 Cos” |
Después de atravesar el segundo filtro, la intensidad resultante es: [ = (1 cos? (%) =

9 0 . : L , .
I, cos* (ﬁ) ., dado que v €s el angulo relativo de polarizacion entre filtros consecutivos.

Después de atravesar N filtros, la intensidad toma el valor
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6
1™ = [y cos?N (—)
o0 COS N

= 0.9975.

110 1(100)
(b) — = 0.781, (¢) —— = 0.975, (d)
0 0

1(1000)
0

I

LUZ

aire

vidrio

4.24 Interferencia en una capa de aceite. Luz azul de 480 nm se refleja fuertemente en una
pelicula de aceite sobre una lamina de vidrio cuando ésta es vista con un angulo cercano al de
incidencia normal. Asumiendo que el indice de refraccidn del aceite es 1.2 y que el del vidrio es
1.6, cudl es el minimo espesor de la pelicula de aceite (diferente de cero)?.

R. Si la luz incide normalmente (desde el aire) sobre la pelicula de aceite, la luz reflejada
experimentard interferencia constructiva con la luz incidente, si la diferencia de fase y la
diferencia de camino obedecen: A¢p = 2w, A¢p = kAr. En este caso Ar = 2d, en donde d
corresponde al espesor de la pelicula de aceite, y k = 2 /1. Combinando estas expresiones, el

espesor es:d =%, en dondeAes la longitud de onda en el medio (aceite). Finalmente:
A = Agire/Naceite- Reemplazando, d = 200 nm. Nétese que el resultado es el mismo si la luz

incide desde el vidrio. Nota: La amplitud de la onda emergente resultante debido a dos ondas
iguales en amplitud con una diferencia de fase A¢ puede obtenerse desde la expresion:

Y, = 2y cos (%) en donde 1, corresponde a la amplitud de una de las ondas. Claramente,

tendremos interferencia constructiva si A¢ = 0,2m , 4w .., mientras que si A¢p =
m, 31, 5 ...existirdn minimos de interferencia destructiva, en este caso especial en donde
Ngire < Ngceite < Nyidrio- LA condicidon general de interferencia en peliculas delgadas con luz
incidente normalmente puede resumirse en la siguiente tabla:

Cambio de Fase 0 T
Interferencia Constructiva 2nd = mA 1
2nd = (m — 5 A
Interferencia Destructiva 1 2nd = mA
2nd =|m—-—=

La tabla anterior debe entenderse bajo las siguientes condiciones:
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1)
2)
3)
4)
5)

6)

7)

4.25

m = 1,2,3 ... valores enteros positivos.

d: Espesor de la pelicula.

n: Indice de refraccién de la pelicula.

A: Longitud de onda de la radiacion incidente.

Cambio de fase total igual a 0: La onda viaja desde un medio con un indice de
refraccion de mayor valor hacia otro medio con indice de refraccién de menor valor. El
cambio de fase de la onda debido a los efectos de interfase en este caso es igual a cero
(0).

Cambio de fase total igual a m: La onda viaja desde un medio con un indice de
refraccion de menor valor hacia otro medio con indice de refraccién de mayor valor. El
cambio de fase de la onda debido a los efectos de interfase en este caso es igual a (7).

El angulo de incidencia es cero (Incidencia normal).

Lentes. Una lente de vidrio cuyo indice de refracciéon es 3/2 tiene la distancia focal

de 10 cm. ;Cuadl sera la distancia focal de esta lente, si la colocamos en el agua. El indice de
refraccion del agua es 4/3 y del aire es 1.

fi =10cm

ni = 3/2(vidrio)
ny =4/3(agua)
nz = 1(aire)

Aplicando la férmula del constructor de lentes:

1 — (nvidrio _ 1) (i _ i)
faire Ngire Rl RZ

en donde R corresponde a los radios de curvatura de la lente (no conocidos) , y n es el indice de
refraccion de los medios, se obtiene para en el primer caso faire, la distancia focal de la lente en
el aire. La distancia focal de la lente en el agua, es:

1 — <nvidrio _ 1) (i _ i)
fagua nagua Rl R2

Combinando estas dos expresiones:

4.26

fagua = faire

nagua (nvidrio — Naire
Naire

> =40 cm.

Nyidrio — nagua

Interferencia en un medio liquido. Una doble rendija produce franjas de interferencia

de la luz Sodio (589 nm) separadas 0.20°. COmo cambia esta separacion si el dispositivo se
sumerge en agua, con el indice de refraccion del agua como n=4/3?
R. En el aire, con indice de refraccion n=1, la relacién entre dos franjas de interferencia es:

dAf =

A, en donde d corresponde a la separacion entre las rendijas, y A es la longitud de onda

de la fuente de luz Sodio en el aire, d = 0.169 mm. En el agua, con n =4/3, la longitud de onda

de la luz cambia como: % = 441.75 nm, y la separacion angular es: Af = 0.1497°, utilizando el

mismo valor de d (invariable).
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4.27 Cudl es el tamarfio del
minimo espejo vertical en el cual el
observador de pie puede ver su " "

imagen completa? I 5 I
2

R. Considere el diagrama de rayos
que proviene de un observador de
altura h. El rayo que proviene de un
punto en el extremo superior B del
observador se refleja en el extremo
superior O’ del espejo y llega
exactamente al punto A en el extremo inferior del observador. La imagen A’B’ formada por
detras del espejo proviene realizando extensiones de las lineas incidentes y reflejadas por
delante del mismo. En un espejo plano, la imagen se forma a la misma distancia de la ubicacién
del observador X (sin considerar los efectos de refraccion producidos por el vidrio). El tamafio
minimo necesario del espejo para que se forme la imagen completa se obtiene de la relacion
trigonométrica

y

tanﬁ=ﬁ=};

y=3

El tamafio del espejo debe ser igual a la mitad de la altura del observador.

4.28 Prisma 45°. Cudl es el minimo valor del indice de
refraccion para un prisma de 45° el cual es utilizado para
desviar un haz de luz por reflexion total interna a través de
un angulo recto, como se ilustra en la figura?.

R. El rayo incide normalmente en el prisma sin desviaciéon
sobre la cara AB. En la cara AC, el rayo incide a un angulo de
45° con respecto a la normal. Por consiguiente, el angulo
critico del prisma debe ser igual a 45° para que exista
reflexion total interna a un angulo recto, como se ilustra en la
figura. Aplicando la ley de Snell

Nprisma SIN45° = Ngjre SIN90°,
Considerando ng;. = 1, el indice de refraccion del prisma debe ser de n,,ismq = 1.41.

4.29 Prisma 30°. Un prisma de vidrio tiene un indice de
refraccion de 1.55. Hallar el angulo de desviacion D en este
caso.

R. El haz de luz incide normalmente sobre una de las caras
del prisma, e incide con un angulo 8; con respecto a la
normal de la cara por donde el haz emerge. Simple
geometria indica que 8; = 30°, mientras que el angulo de
refraccion se calcula utilizando la ley de Snell:

, o _ .
Nyrisma SiN 30° = Ngjpe Sin O,
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Insertando los valores: 8, = 50.80°. El angulo D es por lo tanto: D = 50.8° — 30° = 20.8°.

4.30 Espejo convexo. Un objeto esta a 21 cm del centro de una esfera de Navidad plateada
de 8 cm de diametro. Cudl es la posicion y aumento de su imagen?

R. La distancia objeto es 21 cm - 4 cm=17 cm. La posicién de la imagen se obtiene desde la
férmula de espejos esféricos:

__OR (07X (008) _ oo
= 0~ R™ 2x017) = (<004~ 00179 m (=179 cm)

El aumento lateral es
i (-1.79cm)

= — =~ 2 -0.105
m 0 (17 cm)

La imagen formada es positiva (no invertida) y de 0.105 veces el tamaifio original del objeto.

4.31 Incidencia simétrica. Prisma. El angulo
de incidencia 8, de la figura se elige de modo

= 7 . 7 N

que la luz pase simétricamente a través del AlA
prisma que tiene un indice de refraccién n y un TN
angulo “cispide” A. Hallar el angulo de o a2 s
desviacion §, el cual es el angulo entre la Gf,g - J @

. s e x s . . . , . ~ }gb ob( Nt
direccion inicial de incidencia y el angulo final > G

/

de salida del rayo. Hallar un valor numérico
para A = 60°, n=1.60 (luz roja de 700 nm).
R. Utilizando la ley de Snell,

sinf, = nsin G,

el cual constituye la primera relacién entre los angulos de incidencia y refracciéon. En la
geometria ilustrada, 8, = A/2.El angulo de salida del rayo simétrico con respecto a la
horizontal es 8, — 8, mientras que el angulo del rayo incidente con respecto a la horizontal es
0, — 0. El angulo de desviacion § se obtiene como el doble de esta diferencia § = 2(6, — 6,,),
el cual conduce a una relacién para 6,,:

0, = 0 + 0, = 0:4
a2 b T2y
, . (5 A . (A ‘o .
Finalmente: sin (5 +E) = nsin (E) Numéricamente, para luz incidente de 700 nm,

6 =46.26°.
4.32  Espesor aparente. Un espejo esta construido con una placa de vidrio de 1 cm de espesor
(n = 1.5) y cubierto con una capa de pintura plateada y brillante en su parte posterior. Una
persona esta ubicada a 50 cm desde la parte frontal del espejo. Si ésta persona observa
perpendicularmente el espejo, a qué distancia por detras de la cara frontal del espejo aparecera
la imagen?
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R. En un espejo sin espesor, la imagen formada apareceria a la misma distancia de la
localizaciéon del objeto. Si se considera su espesor igual a d, el espesor “aparente” debido a los
efectos de la refraccion de la luz en el medio, esta definido como

d(real)

d(aparente) =

En donde n es el indice de refraccion. Asi, una persona desde fuera del sistema observara la
capa plateada (La cual es la que en efecto produce el reflejo) a una distancia de sélo 0.66 cm
desde la parte frontal del vidrio. La distancia a la cual se forma la imagen desde la cara frontal
del espejo es por lo tanto 50.66 cm + 0.66 cm, 6 51.3 cm (Ver figura). En la figura, So
corresponde a la distancia desde la ubicacién de una persona en O hasta la capa plateada,
mientras que S;= Sy es la distancia a la cual se forma la imagen por detras de esta misma capa.
Desde la cara frontal del espejo, finalmente la imagen I estara localizada a una distancia S;+d/n.

4.33 Distancia Focal, Espejo Céncavo. Cuando un objeto inicialmente a 60 cm de un espejo
concavo se acerca 10 cm a €], la distancia entre el objeto y su imagen se hace 2.5 veces mayor.
Determinar la distancia focal del espejo.

R. Como la distancia focal del espejo es la misma, entonces, con di + % = %, tendremos:
di+06 d;i+05
0.6d;  0.5d!’
en donde d; y d; corresponden a las distancias imagen para distancias objeto de 60 cm y 50 cm,

respectivamente. La segunda ecuaciéon corresponde a la distancia imagen-objeto antes y
después del acercamiento:

d/ — 0.5 = 2.5(d; — 0.6).

Resolviendo simultineamente parad;y d;, obtenemos: d; = 1m yd; = 1.5 m. La distancia
focal es por lo tanto: f = 0.375 m.
d

A

Capa Plateada (Posicién Real)

Capa plateada (Posicion Aparente
___—»Capap ( p )

A
v
A
vy

Si+d/n

Ejercicio: Espesor Aparente

4.34 Un objeto luminoso y una pantalla estan separados una distancia D. (a) Demostrar que una
lente convergente, de distancia focal f, forma una imagen real en la pantalla en dos posiciones
que se encuentran separadas una distancia:
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d = /D(D — 4f).

R. Obsérvese la construccién en el diagrama . .

. . FPosician 1 Posicion 2
adjunto. Para las dos posiciones de la lente, L I Pantalla
se cumple para la imagen: Oteta A A
, - , L i) —»
i = D-o. Utilizamos la féormula de la lente: —— o —— 1‘; 3
1.1 1 — 7—]" *
—t-=- o -

0] i f
W W
- o 3

Reemplazando la primera ecuacion, obtenemos una expresién para la distancia objeto o:

0?—oD + fD = 0.
Resolviendo para o:

, D JD(D = 4f)
1T
D JDD—4f)
=gt

La distancia entre las dos posiciones de la imagen es: d = \/D(D — 4f).

4.35 Ojo miope I. El punto remoto de un cierto ojo estd 1 m
por delante del mismo. ;Qué lente ha de utilizarse para ver S .f”/_\
claramente un objeto situado en el infinito? - O

a)

=

o N
Ojo Miope =
i ™
bl

R. El ojo miope forma la imagen de un objeto distante delante de la retina y no sobre ella
(fig.1a). La correccion de este defecto se logra utilizando lentes oftalmolégicas divergentes
(fig.1b). Lalente divergente forma la imagen virtual de un objeto en el punto P'. Este punto es
el foco primario del lente, dado que los rayos incidentes llegan desde el infinito. Debe elegirse
una lente cuyo foco coincide con el punto remoto del ojo P'. Supongamos que la lente estd muy
cerca del ojo y despreciamos la distancia entre el ojo y la lente. La distancia objeto o0 = c. La
distancia imagen i = -100 cm. Utilizando la férmula de la lente, se calcula la distancia focal:

f i —100 100 (cm)
= - = = — cm).
1T 10

(0] (0e]

La distancia focal es negativa. La lente es divergente. Para la correccién de la miopia se utiliza
lentes oftalmoldgicas divergentes.
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4.36  Ojo hipermétrope 1. Un punto préximo de cierto a
ojo estd 100 cm por delante del mismo. ;Qué lente A

habria de usarse para ver claramente un objeto \/
situado a 25 cm del ojo? a)

Ojo Hipermétrope b

R. La potencia 6ptica del cristalino del ojo se puede variar modificando la curvatura de sus
superficies mediante la accién de los musculos filiares. Con la variacién de la potencia 6ptica
del cristalino es posible enfocar las imagenes de objetos a distintas distancias del ojo. Este
proceso se conoce como acomodacién. Los puntos limites entre los cuales es posible la
acomodacién se denominan “punto remoto” y “punto proéximo”. Para el ojo normal, el punto
remoto se encuentra en el infinito, mientras que el punto préximo se encuentra a una distancia
aproximada de 25 cm. La hipermetropia se debe a que los rayos paralelos que inciden sobre el
ojo sin acomodar convergen detras de la retina (Fig. 1a), es decir que el punto remoto se
encuentra detras del ojo, mientras que el punto préximo se encuentra a una distancia mayor de
25 cm del ojo. La lente converge los rayos salientes del objeto que se encuentra en el punto P y
forma una imagen virtual del objeto en el punto P' que corresponde al limite de la acomodacion
del ojo. Es como si el objeto que el ojo observa no esta en el punto P sino en el punto P', que es
el punto préximo del ojo. El problema consiste en calcular la distancia focal de la lente para que
la imagen se forme exactamente en el punto proximo del ojo. En el problema despreciamos la
distancia entre el ojo y la lente. Para la lente, la distancia objeto 0 = 25 cm, y la distancia
imagen i=-100 cm negativa (imagen virtual).

_oi _ (25)(—100)
T o+4+i  25-100

f = 33.3 cm (3 dioptrias)

La distancia focal es positiva. La lente es convergente. Para la correccion de la hipermetropia se
debe utilizar las lentes oftalmoldgicas convergentes.

4.37 Ojo Hipermétrope II. Un hombre tiene su punto préximo a 60 cm. Qué lentes debe utilizar?
R. La distancia al punto préximo de una persona con visiéon normal es de unos 25 cm, el
hombre padece de hipermetropia y es necesario acercarle el punto préximo a su valor normal
utilizando una lente convergente. La distancia focal de la lente adecuada en este caso se calcula
como:

11
d d’

=

en donde d=25 cm y d’= 60 cm. La distancia d” es negativa dado que la lente debe producir una
imagen virtual que al paciente le parezca que se encuentra en su antiguo punto préximo y asi
capaz de formar la imagen sobre la retina. La distancia focal es por consiguiente f = 42.86 cm,

L = 2.33 dioptrias.

con una potencia del lente P = F(metros)
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4.38 Un hombre utiliza lentes de distancia focal +75 cm. Donde esta situado su punto
proximo?
R. En este caso se cumple:

1 1 1
d - d f’

en donde d = 25 cm es la distancia de vision normal de un punto préximo y d”la distancia de
vision defectuosa. Resolviendo, d’' = 37.5 cm (hipermetropia).

4.39 0Ojo Miope II. Un hombre s6lo puede ver con nitidez objetos situados entre 25 cm y 400
cm delante de él. Cudl es el poder util de acomodacion de sus ojos?. Que lentes debe usar?. Cual
es la distancia minima la cual debe colocar un libro delante de sus ojos, mientras utiliza estas
lentes?.
R. El poder ttil de acomodacion del ojo se obtiene del inverso de la diferencia entre estas dos
distancias:

1 1

1 1
Pyoo ==+ —=; Pps===+—
400 =200 T p’ 7% i)

25

en donde D es la distancia entre el cristalino y la retina, aproximadamente igual al didmetro del
0jo, unos 2.3 cm. El poder til esta dado por (distancias en metros):

Pye — Pyoo = 3.75 dioptrias

En un ojo con visién normal, este poder 1til se estima en 4 dioptrias. Un objeto localizado en el
infinito ha de producir una imagen virtual en la lente prescrita que localizada en el punto
remoto del ojo en estado de relajacién. La distancia focal del lente que se requiere es
f = —400 cm (0.25 dioptrias). La lente es divergente con una distancia focal igual en magnitud
a la distancia del punto remoto. La distancia minima a la cual debe colocar el libro, con maxima

acomodacion del ojo es:

1 1 1

~200=42 " 25’ d = 26.67 cm.

La imagen virtual proporcionada por la lente ha de estar localizada en el punto préximo del ojo
(25 cm). La distancia focal es negativa en este caso, el paciente tiene condicién de miopia.

4.40 Lente bifocal. Un paciente es prescrito con lentes bifocales,
cuyas componentes tienen distancias focales de 40 cm y -300 cm.
Dénde estan situados los puntos préximos y remoto del paciente?

R. Para la correccidon de la hipermetropia, el lente debe ajustar la
imagen al punto préximo. Para un paciente con vision normal: d = 25

cm, y en este caso: e sl )
http://www.eyeassociates.com batampy | |

BALI I ! ey
N R T T
Italrvcdogan, apis.
32 Puswan hedth Lo
Thswe delegstng iR o
Progasueny  Lrhoy
au oo I
e nix proghs S
LT arovidess on §

111 d =66.7
7-d F = 66.7 cm.

Es decir, el punto préximo del paciente esta localizado a 66.7 cm, el cual puede corregirse con
una lente convergente de 2.5 dioptrias. El defecto de miopia puede corregirse con una lente
divergente de 0.3 dioptrias, y el punto remoto del ojo se localiza a 3 m.
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4.41 Presbicia. A un paciente que padece presbicia se le han prescrito lentes de 2 dioptrias
para que pueda leer un libro situado a 25 cm de él. Algunos afios después no puede leer
comodamente a menos que coloque el libro a 35 cm de sus ojos. Qué lentes necesita ahora?

R. La presbicia (vista cansada) es el resultado de la pérdida de capacidad de acomodacién del
ojo debido a la pérdida de elasticidad del cristalino, la cual ocurre generalmente después de los
40 afios en toda poblacién. Esta condicién impide leer textos situados a distancias cortas, los
cuales se ven desenfocados y borrosos, y el paciente necesita alejarse para verlos con nitidez,
pero al hacerlo no puede distinguir las letras y precisa gafas para la lectura y la vision a
distancias cortas. Se utilizan lentes convexas con una graduaciéon adecuada que oscilan entre 1
y 3 dioptrias. Este caso se trata de forma semejante al caso de hipermetropia. Inicialmente el
paciente tiene un punto préximo de 50 cm el cual coincide con la distancia focal del lente. Es
posible calcular en nuevo punto préximo, con los “antiguos” lentes:

1_1_1 d' =116.7
d 35 50° - e
Al corregir esta condicidn, la distancia focal de la nueva lente debe ser (d = 25 cm (posicién
original del objeto), d’ = 116.7 cm):
t_ 1 1 f = 31.82 cm (3.143 dioptrias)
f_d 7 f=3182cm (3. ioptrias).

4.42 Objeto en un estanque. Un objeto se encuentra sumergido en un estanque de agua
(n=1.33) a una profundidad H. Si miramos desde arriba hacia abajo y en direccién vertical, ;a
qué profundidad vemos el objeto?

— i —

La figura se muestra la construccién de la imagen de un objeto puntual (P), sumergido en agua.
Al rayo incidente Pa corresponde el refractado ab, y al incidente Pa el refractado a'b'. Ahora
bien, al haz incidente Paa' (de color gris) corresponde el haz refractado aa' bb'. Se puede
demostrar que silos rayos del haz incidente estan poco inclinados respecto ala normal, todos
los rayos del haz refractado concurren aproximadamente en un punto P’ situado también en la
normal y mas préximo que el P a la superficie del agua. Si el observador en b recibe los rayos
del haz refractado, este observador ve en P' una imagen del punto P. Se dice que P' es una
imagen (virtual en este caso) por refraccion.
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En el caso nuestro los rayos estdn muy poco inclinados con la relacién ala normal, y se puede
hallar una relacién sencilla que enlaza la posiciéon de la imagen (H) y la del objeto (h), para
angulos pequefios:

tan 6, n,
h=H——=H—=0.75H.
tan 6, ny

La profundidad aparente del objeto es aproximadamente 25% menor que su posicién original.
4.43 Profundidad Aparente. En un vaso, una pelicula de benceno (n, = 1.5) de 6 cm de
espesor flota sobre de agua de 4 cm yn,, = 1.33. Determine la distancia del fondo del vaso

sobre la superficie del benceno cuando éste es visto verticalmente a través del aire.
R. Considere el diagrama ilustrado en la figura.

6 cm

4 cm

En la geometria de la figura, una primera ecuacién se plantea en términos de la distancia
horizontal b:

b=4tan6; + 6tanf, = Y tan ;.

La distancia Y, la cual corresponde a la profundidad aparente del vaso, se puede calcular como:

tan 6; tan @,

tan @, tan6,
Aplicando sucesivamente la ley de Snell, obtenemos las relaciones entre los angulos 6., 6, y 6;:
ny sin 6, = (1) sin 6;,
n,, sin@; = n, sin 6, = sin G;;
y utilizando la aproximacion de dngulo pequefio con respecto a la normal:

tanf; sind,

tanf, sin@,’
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calculamos la profundidad aparente del vaso:

4 6
Y=—+—=7cm.
ny 37

Obsérvese que la profundidad total puede calcularse como la suma de la profundidad aparente
de cada liquido: d/n.

4.44 Patron de Fraunhofer. La distancia angular entre el centro y el primer minimo de un
patrén de difraccion de Fraunhofer de una solarendija se denomina semi-ancho angular.
Encuentre una expresién para este a) cuando no hay lente de enfoque y la distancia de la
rendija a la pantalla es D yb) cuando una lente de distancia focal f estda muy cerca de la
abertura.

R. a) La expresion para la intensidad de la luz irradiada esta dada por la formula:

sin a2 Ta .
I=IO( = ) ;a=751n0;

En donde a es el ancho de la rendija. El primer minimo ocurre cuando sina. =0,y
sinf = £—.
a

Para angulos pequefios: 6 = i% ==,

e v d

send + B »

IR
[ 7= 4

b) Si inmediatamente detrds de la rendija se deposita una lente, el patréon de difraccién se
formara en el plano focal imagen, ya que los haces paralelos entre si convergen en un
punto. En lugar de D se debe utilizar la distancia focal de la lente f. Por consiguiente,

fa
=+ —,
Y T a
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4.45 Experimento de doble rendija. Para d = 2b en
la figura, cudntas franjas de interferencia existen en la

envolvente central de difraccion?. l
R. La envolvente central del maximo de difraccién esta v I 4
limitada por dos minimos localizados en posiciones b
simétricamente opuestas del maximo central. Es |

necesario entonces conocer el orden del maximo de
interferencia que coincide con el primer minimo de
difraccién, utilizando:

Mdximos de Interferencia: dsin6; =m;A; m; =0,1,2, ...
Minimos de Difraccién: bsinf; =myd;, my=12,..

Con 0; = 64, los maximos de interferencia coinciden con los minimos de difraccién, entonces,
param,; = 1, m; = 2, con d = 2b. La envolvente central contiene tres franjas de interferencia
constructiva: El pico central (m; = 0), y los dos primeros maximos m; = +1.

4.46 Lente-Apertura en un experimento de Difraccion. Rayos paralelos de luz verde de
Mercurio (Hg), cuya longitud de onda es de 560 nm, pasan a través de una rendija de 0.4 mm
de ancho que cubre una lente de 40 cm de distancia focal. Cual es la distancia entre el maximo
central y el primer minimo sobre una pantalla colocada en el plano focal de la lente?

R. La lente enfrente de la abertura focaliza los rayos incidentes a una distancia igual a la
distancia focal de la misma. Los minimos de difraccién ocurren para rayos incidentes paralelos
se calculan desde la relacion:

bsin® = mA4, m=1,23,.
Con b como el ancho de la rendija. La distancia al primer minimo Ay se obtiene desde

A
tan06 = _y.

f

En primera aproximacion, como la distancia focal f es mucho mayor que b, entonces
tan@ = sinf. Asi: Ay = fZ' La distancia entre el maximo central y el primer minimo

corresponde a
Ay =5.6x10"* m.

4.47 Una red de difracciéon de 2 cm de ancho
tiene 6000 ranuras. A que angulos ocurriran
los maximos de intensidad de la luz si la
radiacién incidente tiene una longitud de
onda de 589 nm?

Pantalla
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s 2cm —
R. La separacién entre ranuras es: d = 5000 = 3.3x107* cm.

000

Los angulos asociados a los maximos de intensidad se obtienen desde la relacién:
dsinf = mA.

m 1 2 3 4 5
0 10.28° | 20.91° | 32.37° | 45.55° | 63.18°

4.48 Difraccién. Dos rendijas separadas por una distancia de 1 mm se iluminan con luz roja
de longitud de onda 6.5 X 10”7 m. Las franjas de interferencia se observan sobre una pantalla
colocada a 1 m de las rendijas. (a) Hallar la distancia entre dos franjas brillantes. (b)
Determinar la distancia entre la tercera franja oscura y la quinta franja brillante, a partir de la
franja central.

R. (a) La distancia entre dos franjas brillantes es: Ay = D% =6.5%x 1074 m.

La distancia a la quinta franja brillante es: (m=5)
A
Ay = SDE =325%x10"* m.

La distancia a la tercera franja oscura es aproximadamente (m = 2):

A ’—SAD—1625><10‘4‘
y_Zd = 16. m.

La distancia entre estas franjas es: 16.25 x 10~* m.

4.49 Un rayo luminoso incide sobre una placa cuadrada de vidrio como en la figura. ;Cual
debe ser el indice de refraccion del vidrio para que ocurra una reflexion total interna en la cara
vertical de la placa? El angulo de incidencia es de 45°.

refracta. El angulo de refraccion 8, < 6; ya que el
b rayo pasa del medio menos denso al medio mas denso
[ (n1< nz). Para que el rayo refractado se refleje totalmente
s en la cara ac dentro del vidrio el &ngulo 6:' debe ser igual
| o mayor que el angulo critico, o sea, 8;' > O.. El angulo
M— El-}'r‘- -4 - critico se obtiene haciendo 6;'= 902 en la ley de
E | refraccion de Snell. n;sin6' = n1sin0;";

Mo El rayo que incide sobre la cara ab de la placa de vidrio se
»”
a E

n2sinf. = n1sin90°;

Para n;=1 (indice de refraccion del aire)

. 1 sin 92
sinf, = — = — 5
n, Sin 1
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Segiin la ley de Snell para el rayo que incide sobre la cara ab se cumple: Del tridngulo
rectangulo KEO tenemos:

sin@; = cosf;’, sinf; = cosO,

Sustituyendo en las relaciones anteriores, se obtiene una expresion entre el angulo critico y el
angulo de incidencia 6.

Un andlisis simple demuestra que para indices de refraccion mayores que 1.22 el cristal
exhibe reflexién total interna.

4.50 Patrén de interferencia de un
sistema de N fuentes sincrénicas ¢
idénticas. Considere un sistema de n /
fuentes coherentes cuya distancia de / N
separacién a es uniforme. Obtener / b 9
una expresion para la intensidad total
producida en un punto
suficientemente alejado a este
sistema. o &

El calculo para la intensidad total en el punto P puede realizarse utilizando una construccion
fasorial indicada en la figura anterior. Cada vector W ; esta asociado a una fuente localizada en

la posicion j-ésima, y la diferencia de fase entre dos vectores rotatorios consecutivos es §. El
valor de § esta definido por:

6_2na i
= Asm

en donde @ es el angulo azimutal de cualquier fuente hacia el punto P. La construcciéon
geomeétrica resultante consiste en un poligono regular de N lados, con centro en C radio py
cuya abertura angular £0CP es N§. El segmento OP en el tridngulo 4COP obedece:

-— . (N6
OP = 2QP = 2psin (7> =Y,,
mientras que el segmento OR en el tridngulo 4COR obedece la relacién:

- )
OR = 2psin (E) = Wy;.
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Combinando estas dos ultimas expresiones,
y teniendo en cuenta que la intensidad
resultante es proporcional al cuadrado de
_ ’ : la amplitud de la onda resultante ¥,
= = obtenemos:

7 8"4%a "%
N

-

16) = I

dis e

Patrén de Interferencia para N=2, 4 y 10 fuentes sincrénicas cona = 4, el; = 1, en un
rango definido entre {—m, }. Se observa que los maximos de intensidad toman valores de
NZJ,.

4.51 Un material birrefringente responde distintamente dependiendo de la polarizacién de
la luz incidente. Una onda de luz circularmente polarizada puede ser producida introduciendo
una diferencia de fase de m/2 entre dos componentes ortogonales de luz linealmente
polarizadas. Un dispositivo que puede fabricarse con estas caracteristicas se conoce como
placa de cuarto de onda. Estas placas estan construidas de cristales transparentes doblemente
refractivos, como la Calcita o Mica. El indice de refraccién difiere para diferentes direcciones de
la polarizacion. Es posible cortar un cristal doblemente refractivo en secciones de tal forma que
el eje de un indice maximo n, (el eje lento) y un eje asociado al indice menor n, (el eje rapido)
formen en un angulo recto en el plano de la placa. Si la placa tiene un espesor d, entonces el
espesor Optico para la luz polarizada en la direccion del eje lento es n,d y serd n,d para la luz
polarizada la direccién del eje rapido. Cierto material birrefringente tiene indices de refraccion
ny y ny (ny > n,) para las dos componentes de la luz linealmente polarizada que se propagan
por él. Las correspondientes longitudes de onda sobre cada eje son: 1; = 15/n,y A, = 1y/ny,
en donde 4, es la longitud de onda en el vacio. Si un cristal funciona como una placa de cuarto
de onda, el nimero de longitudes de onda asociado a cada componente dentro del material
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debe diferir en A,/4. a) Hallar el espesor minimo para una placa de cuarto de onda. b)
Encuentre el espesor minimo de una placa de cuarto de onda construida de Calcita, si los
indices de refracciéon sonn; = 1.658,n, = 1.486 y la longitud de onda en el vacio es 4, = 590
nm.

R. a) Para una placa de cuarto de onda, d se escoge de tal forma que la diferencia n;d — n,d sea
igual a un cuarto de longitud de onda de la onda incidente en el vacio 1,/4. Igualando:

A
d=—"—0
4(ny —ny)
El mismo resultado puede obtenerse desde el concepto de interferencia constructiva. Si el
campo eléctrico estd polarizado sobre el eje X, y éste se propaga en direccién +Z (incidencia
normal), la condicién de interferencia constructiva una vez la onda se ha propagado en el

material, para este caso es:
d

6, =2m— = 2nn; —.
1 A 1 2
Si ahora el campo esta polarizado en la direccion del eje Y, la diferencia de fase para la onda
que incide en este estado de polarizacion es:

d
82 T[/,lz n, AO

En un cuarto de longitud de onda, la diferencia de fase total debe ser g De esta forma:

d =n
51 - 62 = 27T(n1 — nz)% = E.
Resolviendo para d
Ao
d=—""——
4(ny —ny)

Diagrama esquematico de la diferencia de fase
de /2 (o cambio de polarizacién) entre la onda
incidente y la onda transmitida (linea roja) una Ei .
vez ésta atraviesa el material birrefringente. 2.

b)d=857.6 nm.

4.52  Patrén de Fraunhofer III. Una ranura de 0.2 mm de ancho esta iluminada por rayos de
luz paralelos con 4 =590 nm. La configuracion de difraccion se observa en una pantalla
situada a 4 m de la ranura. La intensidad en el centro del maximo central es de 5 X 107® W/m?
a) Cudl es la distancia desde el centro del maximo central al primer minimo? b) Cual es la
intensidad en un punto sobre la pantalla situado a la mitad de la distancia calculada en a)?.

La intensidad asociada al patrén de Franhoufer se define como:
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sinu\?
I=IO( u )

Conu = (mbsinB)/A, con b como el ancho del ranura. a) El primer minimo de difraccién se
ubica en la posicidn:
bsing = A.

La distancia entre el maximo central y el primer minimo es: (D es la distancia de la ranura a la
pantalla).

tanf = sinf =

S| >

~ X
_9 D.

y =20 =250 = 0.0118 m (1.18 cm).

a) En un punto ubicado a la mitad de la distancia calculada, tendremos: y = 0.0059 m.

Ast:

0.0059
=1.475x 1073,

sinf =

bsin 6 . .
El valor deu = (nj—m) = g La intensidad en este punto toma el valor:

(sinu)2 4, 4x5x107°
; _*o _

- = 2.03 X 107 W/m?

2 2

Considere el diagrama de fasores asociado un minimo de interferencia producido por un
sistema de N fuentes coherentes:

a) Obtener una expresién para la posicion
angular del minimo correspondiente, si
l la distancia entre fuentes es a y la
longitud de onda de la radiacién

- s—— incidente es A.
b) Utilizar el resultado anterior para

calcular la posicién de éste minimo si A =
2a.

a) El diagrama de fasores de la figura sugiere que el nimero de fuentes es 4 (N=4), y que
la diferencia de fase entre dos fuentes consecutivas es g Una expresion para la posicion de los

minimos de interferencia asociados a esta configuracion se obtiene de la relacion

m  2masin@

§===
2 A
sing = .
4a

b) Si la longitud de onda incidente en el sistema de 4 ranuras es el doble de la separacion

entre ellas, entonces el primer minimo de interferencia esta localizado en:
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. A1
sinf = —=-,
4a 2

Por lo tanto 6 = 30°.

4.53  Sobre una cufia plana muy delgada incide normalmente un tren de ondas luminosas,
planas y monocromaticas de longitud de onda 4. Si la cuiia tiene un indice de refraccién igual a
n(> 1)y se encuentra rodeada de aire, hallar la posicion sobre la cufia de las franjas brillantes
de interferencia que se han formado.

R. En la aproximaciéon de incidencia normal, consideramos inicialmente que para una cufia muy
delgada, los rayos reflejados y los rayos que emergen de la cuiia después de haber penetrado
en ella y de reflejarse en su cara inferior son los que producen el fendmeno de interferencia
debido a la superposicién de los mismos. Si d corresponde al espesor aproximado que tiene el
objeto en cualquier punto, la diferencia de fase debido a la diferencia de camino (sobre ese
punto) es:

4tnd

Ap = 2kd =
¢ T

La “posicién” de los maximos de interferencia d esta dada por (ver tabla 4.24)

Ao

—, =1,3,5.
4n m

dp=m

La distancia s entre dos maximos consecutivos sobre el plano de la cufia de dngulo a (a — 0)
es:

(dm+1 - dm) AO /10
s = = = .
tana 2ntana 2na
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4.54 Pelicula de jabén. Calcular el minimo espesor de una pelicula de jabon el cual reflejara
luz negra cuando es iluminada perpendicularmente con luz sodio de 589.3 nm. El indice de
refraccidn de la solucion jabonosa es de 1.38.

Aire A

Pelicula

Aire B

R. La configuracién de los rayos incidentes y reflejados de luz Sodio es ilustrada en la figura
anterior. El rayo b recorre un camino 6ptico adicional de longitud 2nd comparado con el
camino del rayo a. En el caso de una capa jabonosa, la luz viaja a través del aire e incide sobre
pelicula de jabén. El aire tiene indice de refraccién igual a 1, mientras que la pelicula tiene un
indice >1. La reflexion que ocurre en la frontera superior de la pelicula introducira un cambio
de fase de 180° en la onda reflejada debido a que el indice de refraccién del aire es menor. La
luz que es transmitida en esta interfase continuara su trayectoria hacia la interfase inferior en
donde puede ser reflejada o transmitida. La reflexién que ocurre en esta frontera no produce
un cambio de fase dado que este fendmeno ocurre desde un indice de refraccién mayor a uno
menor. La condicién de interferencia destructiva de la luz reflejada para la pelicula de jabdn es:

2nd = mA,, m=1,2.
4o

yd= P 213.5 nm, con m = 1, para el cual se obtiene el minimo espesor.

4.55  Lente Convexo. Un objeto 00’ se

coloca a 5 cm de un lente convexo de I
distancia focal +7.5 cm. Determine la i
posicion y el aumento de su imagen II’ (a)

por construccién y (b) Por célculo.

R. (a) Seleccionamos convenientemente
los rayos que provienen de O, como se
ilustra en la figura. El rayo OP, paralelo al
eje optico, se refracta de tal forma que
pasa por el foco F. El rayo OCN a través del
centro Optico es trazado con una linea
recta. Estos dos rayos no se encuentran,
pero aparecen como Si Sse originaran
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desde el punto I. Luego II’ representa la posicidn y el tamaifio de la imagen 0O’. Cuando el
objeto se encuentra entre Fy C, la imagen es virtual, no invertida y aumentada.
(b) Utilizando la ecuacién:

1 1 1
Sso si f
obtenemos la posicion de la imagen como s; = —15 cm. Dado que la posicidn de la imagen es

negativa, la imagen es virtual (sobre el mismo lado del objeto) y se ubica en frente del lente. El
aumento lineal es:
_15cm

"~ 50cm

Sl
Aumento = |—
So

4.56 Posicion de los objetos. Calcular las dos posiciones de los objetos que aumentarian su
imagen 8.0 veces debido a un lente de distancia focal de +4.0 cm?.

R. Si la magnificacion del lente es de 8.0 veces, s; = 8.0s,. La posicion del objeto se obtiene
desde la ecuacion:

1 1 1

So 850 N 4’

9
— ==, 5o = 4.5 cm.
8s, 4 "
Imagen real e invertida, y s; = 36 cm. Con s; = —8.0sy, sp = 3.5 cm, s; = —28 cm, La imagen

resultante es virtual y no invertida.

4.57 La figura adjunta muestra una pelicula delgada de un {2
material transparente de espesor (d) e indice ng, en donde L2
ny; > ny > n,. Calcular los tres espesores mas pequefios de la ny J
pelicula de tal forma que los rayos (1) y (2) interactien (a) e G
con interferencia totalmente constructiva y (b) con ng [d
interferencia totalmente destructiva. n,

R. La diferencia de fase entre los rayos que interfieren (1) y (2) esta definida por la diferencia
de camino entre los mismos. Esta diferencia de camino es:

Ar = 2d,

mientras que la diferencia de fase es: kAr = A¢. En el caso (a) La interferencia constructiva
sucede cuando
A¢p = 2nm, n=123..

0d= %,/1 y % En el caso (b) Ap = (2m + 1)m, m = 0,1,2. Los espesores mas pequefios de la

pelicula que producen interferencia destructiva en los rayos (1) y (2) son:
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5

A3
32 Yy

AN

En este caso, 1 corresponde al valor de la longitud de onda en la pelicula.

4.58 Interferencia debido a una pelicula delgada. Se derrama una gran cantidad de petréleo
(n=1.40) en el mar. Suponga que el indice de refraccién del agua es 1.33. Cudl es la longitud de
onda predominante que se refleja normalmente desde la capa de petrdleo hacia la superficie, si
ésta tiene un espesor promedio de 430 nm?

R. Como en el caso de la pelicula de jabon, aqui se cumple que ngire < Nggua < Npetroteo, ¥ 1a
férmula para la interferencia constructiva de la luz reflejada, con incidencia normal es:

1
anetréleot = (m - E) A, m=1,2,..

El maximo valor de la longitud de onda reflejada es del orden de 2408 nm.

4.59 Bloque de vidrio. Un rayo de luz entra en la pared plana de un bloque rectangular de
vidrio cuyo indice de refraccién esn,. Demostrar que todos los rayos que ingresan
experimentan reflexion total interna sélo si n, > 1.414.

R. En el caso limite el rayo incidente ingresa en forma “rasante” con un angulo de 8;~90°,
mientras que la condiciéon de reflexion total interna exige la condicién 8,~90°. Estas dos
condiciones son suficientes para obtener el valor minimo del indice de refraccidn del bloque de
vidrio. Las ecuaciones para los rayos que ingresan y emergen del cuerpo son:

1 =n,sinb,,

n,sinf; = 1.

. ’ ' s . . .
Simple geometria conduce a la relacién 6; = P 6,. Combinando las anteriores expresiones,

0, =065 = % 6 (45°). Finalmente, el valor minimo del indice de refraccién es n, = V2 = 1.414.
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4.60 Radiacidn electromagnética monocromatica con longitud de onda A proveniente de una
fuente distante pasa por una ranura. La configuracion de difraccion se observa en una pantalla
situada a 4.00 m de la ranura. Si el ancho del maximo central es de 8.0 mm, calcular el ancho de
la ranura si la longitud de onda es (a) 500 nm (luz visible), (b) 50 um (radiacién infrarroja) (c)
0.5 nm (Rayos X).

R. La posicion del primer minimo de difracciéon ocurre bajo la condicién:

T asin @
A

a =T =T sinf =

Q>

~
o

En donde y es la distancia desde el centro de la pantalla al primer minimo, y D es la distancia
desde la ranura a la pantalla. El ancho del maximo central es por consiguiente:

) 2DA

yE—
Conociendo 2y (el ancho del maximo central) es posible obtener el ancho de la ranura a. Para
los casos (a) a=500 ym. (b) a = 50 mm. (c) 0.5 um.

4.61 Una ranura de 0.3 mm de ancho es iluminada por rayos paralelos de luz con 600 nm de
longitud de onda. La configuracién de difraccién se observa en una pantalla situada a 1.40 m de
la ranura. La intensidad en el centro del maximo central (6=0°) es /. Cudl es la distancia en la
pantalla desde el centro del maximo central hasta el punto en donde la intensidad ha
disminuido en un 50%?

R. Utilizamos la relacion general para la intensidad en cualquier punto sobre la pantalla:

_ (sinoz)2
=1l (— ]

masing 1 sin a2
), toma la forma: == ( ) .
A 2 a

Esta ecuacion debe resolverse por métodos numéricos o graficos. La solucion para el factor «

La ecuacidn para hallar el angulo de desviacién 6 (a =

a2
. . .z sina . 1

se obtiene como la interseccion de la curva (T) con la recta horizontal =>lo. Las

soluciones para a son ¢ = +1.39.
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La distancia para el cual la intensidad disminuye en un 50% desde el centro de la pantalla es:

Dla 1.4 x600x 107° x 1.39

= 124 mm.
na 7x03x 103 mm

y~Dsinf =

La distancia al primer minimo se obtiene cuando @ = 7. En este caso,

DAa DA
y~——~—=2.8mm.
ma a

4.62 Fibra optica. Luz que se propaga desde una fibra 6ptica al aire cambia su longitud de
onda desde 452 nm hasta 633 nm. a) cudl es el indice de refraccién de la fibra?. b) Cudl es la
velocidad de la luz en la fibra? c) Cudl es la frecuencia de la luz en la fibra? d) Cual es la
frecuencia de la luz en el aire?.

Ao AF

P

R. a) El indice de refraccién se obtiene dividiendo las longitudes de onda correspondientes en
cada medio:

A 633nm _ 140
n_/lp_452nm_ '
b) la velocidad de la luz en la fibra es:
_C_3><108m/s_214x108 m
VTRT T 1a0 O ” s

c), d). Las frecuencias oscilacion en la fibra y en el aire no varian. Pueden calcularse utilizando
respectivamente:
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v Cc
f=—=z = 4.74 x 10'* Hz.

Ar o
4.63 Mdximos de difraccion. la ,
intensidad de la luz en la configuracion "
de Franhoufer de una sola ranura es: 20r
sin a2 75E
=02’
masinf ¢ 10¢
en donde a = ——. (a) Demostrar que 5;

la ecuacién para los valores de a en los

cuales I es un maximo es: tana = a. (b) i
Determine el primer valor positivo dea - 5|
el cual es solucion de esta ecuacion.

R. (@) Un maximo se encuentra
calculando la primera derivada e - 75"
igualando a cero:

ol 0
da
2¢ na) 1 2(sinoz)2 0
cosasina)——2———=0.
a? a3
Esta ultima relacién conduce a:
tana = a.

b) La solucidn de esta ecuacion trascendental puede obtenerse graficamente con los valores de
la interseccidon de las dos funciones:

Debe prestarse especial atencion a los valores adecuados que maximizan la funcion de
intensidad. Un andlisis mas detallado demuestra que los primeros maximos a ambos lados del
maximo central estan localizados en: @ = +1.43mw, +2.48m ..., mientras que los valores de las
intensidades maximas decrecen rapidamente como: 0.0461,,0.0171 ...

4.64 Medicion de longitudes de onda con un CD. Un haz laser de longitud de onda
A = 632.8nm incide normalmente en el lado reflector de un disco compacto. Los surcos del
disco estan separados entre si 1.60 micras. Para cudles dngulos de reflexién (con respecto a la
normal) serda maxima la intensidad de la luz?.

R. Considerando los surcos del disco como un sistema de doble rejilla, aparecera un patrén de
interferencia constructiva si:

4,24, ..mA = dsinf,
m=0,1,2..

Los primeros (2) dngulos se obtienen resolviendo:

_9_/1 21
sin =g
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0 = 23.29°,52.27°

4.65 La distancia entre el primer y el quinto minimo de difraccién producido por una
rendija es de 0.35 mm cuando la pantalla estda a 40 cm de la misma y cuando la longitud de
onda es de 550 nm. Cudl es el ancho de la rendija?

R. La posicion de los minimos de difraccién obedecen la relacién:

asinf@ = mA.

En la aproximacién de angulo pequefio, sinf ~tan 6 ~y/d, en donde y es la posicidn vertical
desde el centro de la pantalla hasta el minimo de orden m y d es la distancia desde la ranura a
la pantalla. Aplicando la férmula anterior, obtenemos una expresién para a:

5dA dA  4dA

R

Despejando g, y con ys — y; = 0.35 mm, obtenemos a = 2.5 mm.

4.66 Arreglo de antenas. Considere un arreglo de 32 antenas con una separacién de 7 m
entre ellas. El sistema esta sintonizado en una longitud de onda de 21 cm. El sistema de este
modo es equivalente a 32 fuentes equidistantes. Hallar el ancho angular del maximo central.

R. En un arreglo de 32 antenas, el primer minimo de intensidad se localiza en puntos en donde:

N5_+
> = 4.
La diferencia de fase es:
S_Zna_ 6’__|_21r
= sin =t4
ing =+ A _ 02l =49.375x 10™*
Y= ENe " 32x7 T '

El angulo de localizacién del primer minimo es 0.0537°, mientras que el ancho angular esta
dado por:

AG = 0.107°.
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4.67 Patron de Lineas Nodales en dos Fuentes Coherentes. Dos fuentes puntuales
coherentes de ondas S1 y S; estdn separadas una distancia d a lo largo del eje X. Demuestre que
las lineas modales son hipérbolas.

(s s\
) ! ‘ :2‘ s f ) 1
L B
3 Ly Iry! I2
— 3 :, ) >
St S2 X
od

http://en.wikipedia.org/wiki/File:PSM V36 D057 Hyperbolas produced by interferen
ce of waves.jpg#file
R. Las lineas nodales estan definidas por la condicion:

|r, — r{| = constante.

En un punto P sobre la linea nodal con coordenadas (xy) los vectores 1y y r, tienen
d d : : . : :
componentes (x +2 y) y (x - y) respectivamente, asumiendo que el eje Y es una bisectriz

de la linea que une las dos fuentes. La diferencia de camino entre las dos sefiales emitidas
desde las fuentes esta dada por:

d\? d\? 1
Ar = (x—E) +y2 — (x+5) +y2=c=(m+§>/1, m=0,1,2,...

en donde ¢ es una constante que depende del orden del minimo de interferencia. Manipulando
algebraicamente la expresion anterior, obtenemos:

4x? 4y?

C_Z_(dZ_CZ)zl’

el cual corresponde al lugar geométrico de una hipérbola con vértices en +c/2, cuya
. . . d . .
excentricidad se define como: € = 4 la distancia a uno de los focos F; y Fy, desde el centro de

la hipérbola es + % =4 g.

4.68 El interferometro de Fabry-Perot. Demuestre que la condiciéon de interferencia
constructiva en el interferémetro de Fabry-Perot para las ondas que llegan al detector es

2d__
cosﬂ_m'

en donde m es entero y d es la distancia entre los espejos paralelos.

242


http://en.wikipedia.org/wiki/File:PSM_V36_D057_Hyperbolas_produced_by_interference_of_waves.jpg#file
http://en.wikipedia.org/wiki/File:PSM_V36_D057_Hyperbolas_produced_by_interference_of_waves.jpg#file

Notas de Clase: Fisica de Oscilaciones, Ondas y Optica (Version 03) | 2015

</ Al Detector
)
—

|

S (Fuente)

R. La diferencia de Fase entre dos rayos consecutivos que emergen del interferémetro es
A¢ = kAr,
en donde Ar es la diferencia de camino entre dos haces salientes. Simple geometria conduce a

2
" cos6

. . ,  2d
Interferencia constructiva sucede cuando A¢ = 2mm, 6 Ezm& el cual completa la

demostracion. El ajuste para la medicién de la longitud de onda del haz puede por lo tanto
lograrse cambiando el dngulo de incidencia con respecto a la normal o a través de la variacion
de la distancia entre las superficies reflectoras. Uno de los inconvenientes de este dispositivo
radica en la pérdida de energia electromagnética por absorcion en las superficies especulares,
las cuales pueden inducir un cambio de fase adicional debido al indice de refracciéon del espejo
y a la penetracién de la onda en el trasfondo metalico. Por otro lado, debido a las multiples
reflexiones presentes en el dispositivo, éste es util en telecomunicaciones y en aplicaciones de
espectrometria de Efecto Zeeman, en donde las lineas espectrales son tan cercanas para ser
distinguidas en un espectrémetro normal.

4.69 Una placa de vidrio plana descansa sobre una placa de vidrio similar (horizontal). Las
placas estan en contacto por un borde y separadas una distancia d por el otro mediante un
alambre fino, con d<<L, de modo que entre las dos placas existe una cuia de aire. La luz
monocromatica que incide desde arriba es casi normal a las superficies de ambas placas.
Obtener las expresiones para las posiciones x de (a) las franjas oscuras y (b) las franjas
brillantes de la luz reflejada. c) Cual es la separacion entre franjas oscuras consecutivas en el
caso d= 31 micras, L=0.27 m, A = 724 nm?
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Luz Incidente

R. Este ejemplo representa claramente el caso de un sistema con indice de refraccion menor
(aire) en medio de dos sistemas con indices de refracciéon mayores (vidrio). En este caso
debemos adaptar el resultado de la tabla 4.24, en donde la diferencia de fase es cero para un
haz reflejado desde la placa de vidrio inclinada, y la diferencia de fase es igual a ™ para un haz
reflejado desde la placa plana. La diferencia de fase total es m, y La posicion de las franjas
oscuras esta dada por:

(@) 2y = (m - %) A,en donde y es la distancia vertical entre las placas de vidrio en un

punto a x metros desde el borde izquierdo, y el indice de refraccién del aire se toma
igual a la unidad. La relacién entre la distancia horizontal y vertical es: y = xd /L, y las
posiciones de las franjas oscuras estan dadas segun

M™72)2d " 4d"ad ad

( 1) AL AL 3AL 5L
X = =
2

(b) Para el caso de las franjas brillantes, 2y = m4, y la posicién de las mismas sobre la

superficie horizontal es:

AL AL AL 3AL
XEMoa T2 d 2d

< . , . 3L AL _ AL
(c) La separacion entre franjas oscuras (o brillantes) consecutivas es Ax = ———=— =

4d  4d  2d
3.15 mm.

4.70 Considere que un haz de luz incide en una red de difracciéon y forma un angulo y con
respecto a la normal, como se ilustra en la figura. Demostrar que los maximos de interferencia
satisfacen la ecuacion

d(siny +sinf) =+ml, (m=0,1.2,..),

en donde d es la distancia entre las ranuras.
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Ondas Incidentes Ondas Emergentes

Y =

R. La diferencia de camino entre dos rayos adyacentes esta dado por:

N

Ar = d(siny + sin 6);

\

dsiny dsiné

mientras que la diferencia de fase entre estos dos rayos es:

2nAr 2@
Ap = kAr = 2 =7d(siny+sin9).

La condicién de interferencia constructiva A¢p = +2mm, con m entero, conduce a la relaciéon

d(siny +sin8) = +tmd, (m=0,1,2,...).

4.71 Espejo de Lloyd. Con el espejo de Lloyd que se ilustra en la figura, es posible producir
un diagrama similar al de doble rendija. Para angulos rasantes, casi el 100% de la luz que
incide sobre el vidrio se refleja, de modo que el haz reflejado tiene casi la misma amplitud en
un punto P de la pantalla que el haz que va de manera directa desde la rendija S hasta P. La
rendija y su imagen virtual se comportan como fuentes coherentes. Desarrollar expresiones

similares para obtener las franjas oscuras y brillantes que aparecen en la pantalla.
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Patron de interferencia
debido a la interaccion
de dos rayos (rojo) y
(azul).

Real
source

Mirror

[
>

R. La distancia SP la denotamos como r; y la distancia SQ + QP como 5.

2 2
&1 y 5 VARY) y 2 .

Si utilizamos la aproximacidn de pantalla lejana, la diferencia de fase asociada a la diferencia de
recorrido 6ptico de los dos rayos es:

2m 2myd
A¢ = kAr = 7(7’2 —Tl) = T

El espacio entre franjas es de nuevo AL/d. La diferencia de este dispositivo con respecto al de
doble rendija esta en la incidencia rasante (el angulo de incidencia con respecto a la normal es
de 90°), el haz reflejado sufre un cambio de fase de 180°, y con un cambio adicional de fase de
+m, tendremos:

21
A¢=7(Tz—7’1)iﬂ

y la intensidad de la onda resultante queda:

I = 41, sin? (%)
El patrén de franjas para el espejo de Lloyd es complementario al del interferémetro de Young;
el maximo de un patrén existe para valores de y que corresponden a los minimos en el otro
patron. En el centro de la pantalla habra una franja oscura y la mitad inferior del espejo
limitara el patrén de interferencia mismo. Este dispositivo simple permite incluir dentro del
analisis los cambios asociados en la distribucién de los maximos o minimos de intensidad
debido a superficies reflectoras en un amplio rango del espectro electromagnético, como rayos
X, pantallas de alambre para microondas sefiales satelitales en cercanias de un lago tranquilo.

4.72 Poder de Resolucion. El poder de resoluciéon de un dispositivo 6ptico, cuyo fin es
dispersar la luz en funcién de la longitud de onda, se define como

A

R:A_ﬂ
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en donde AA es la diferencia entre la longitud de onda de dos lineas espectrales que apenas
pueden resolverse y Aes la longitud de cualquiera de ellas. Demuestre que el poder de
resolucién de una red para el m-ésimo orden espectral es Nm.

R. En este caso utilizamos el criterio de Rayleigh: “El criterio para la resolucién de dos franjas
de igual densidad de flujo requiere que el maximo principal de una coincida con el primer
minimo de la otra”. La condicién de minimo de una red de N surcos es:

Né
7=mn, m = il,iZ,

El ancho efectivo de una linea espectral emergente se define como la distancia angular entre
los ceros a cada lado del maximo principal, es decir:

_ 41 _ 2macos O 21

AS — A0 AN = ——,
N A ’ Na cos @

Este valor corresponde al ancho angular de la linea, aun cuando la luz incidente sea
monocromatica. Este ancho varia inversamente con el ancho de la red Na. Segtn el criterio de
Rayleigh, el limite de resolucidn de la separacidn angular es la mitad del ancho la linea:

A

AO) pin = —————.
(A0 min Nacos6,,

De la condicién de orden para maximos principales, éstos ocurren cuando

sin ()
— 27—,
. (6
sin (7)
o en forma equivalente:
6 =0,42m, +4m, ...
el cual corresponde a la ecuacién de la red para incidencia normal:

asin 8, = mA.

Los valores de m especifican el orden de los varios maximos principales. Calculando el ancho
minimo de la linea resuelta en términos del orden del maximo y del cambio de la longitud de
onda, obtenemos:

(AH) o m(A/Dmin
™ qcos @,
Combinando las expresiones anteriores, obtenemos el poder de resolucidn del dispositivo:

A

R = —_—=
(A/Dmin

mN.

Si el angulo de incidencia es 6;, el poder de resolucién toma la forma:

247



Notas de Clase: Fisica de Oscilaciones, Ondas y Optica (Version 03) | 2015

_ Na(sin 6, —sin ;)
= /1 :

Y cuyo valor maximo es 2Na/4, el cual ocurre en condicién de autocolimacioén, 6 6; = —6,,, =
90°.

4.73 Dispersion de una red I. a) Demuestre que la dispersion de una red puede escribirse
como:
m

Jaz— (m/l)zl

b) Hallar la dispersion enel casoenquem=1,a=2.11 um y A= 550 nm.

D =

R. a) La dispersién de una red se define como la diferencia de la posicion angular de
correspondiente a la diferencia en la longitud de onda:

D= do
S dr
La ecuacion de la red es:
asin 8, = mA,

y la dispersion se obtiene derivando la expresién anterior:

D=— - ~ - =
acosby /1 —(sinf,)2 /a? — (mA)?

La separacidon angular entre dos lineas de diferente frecuencia aumenta cuando el orden
aumenta.b) D = 4.91 x 104 nm™1,

4.74 Dispersion de una red II. Demuestre que la expresion para la dispersion de una red se
puede escribir como:

_tanb,
2

R. Desde la definiciéon D = d@/dA, y la ecuacién de la red asin 8,,, = mA, tenemos:

do m  (asin€,)/A tanf,

D =—= =
dA acos6,, acos 6, A

4.75 Un haz de luz de una fuente cuya emision contienen dos lineas con longitudes de onda
de 462.74 nm y 463.35 nm incide de manera normal en una red, y el haz ilumina 1000 rendijas.
De acuerdo con el criterio de Rayleigh, estan los maximos de interferencia de primer orden
correspondientes resueltos?.

R. Segun el criterio de Rayleigh, las lineas estan resueltas si

AL > A
Nm'
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Para los maximos de primer orden, m=1, N =1000, AA = 0.61 nm > % = 0.463 nm. Las lineas
si estan resueltas.

4.76 Descarga de un gas de Hidrégeno. Un maximo de primer orden para la linea H, (A=
653.3 nm) de un tubo de descarga de hidrégeno estd a 6 =18.3° para una determinada red de
difraccion. a) Cual es el espacio entre las rendijas de la red? b) Una linea discreta de otra fuente
tiene un maximo de primer orden a 6 =15.7°. Cudl es la longitud de onda de esta emision?.

R. a) Utilizamos la ecuacion de red. Con m=1, el espacio de red es:

A 6533
sin 64 " sin18.3°

nm = 2080.6 nm.

b) A =asinf; = 2080.6sin15.7° = 563.01 nm.

4.77 Doble rendija. Determine la relaciéon entre la separacién de rendijas y su anchura
(d/a), en la distribucién de intensidad por una doble rendija.

R. El espectro de intensidad de un sistema de doble rendija debe corregirse de la forma:

2
1 =4I, <512)_2ﬁ> cos? (%) f =masin/A,¢ = 2ndsinf/A

En donde /. es la intensidad en el centro del diagrama correspondiente a una sola rendija. El
ancho del maximo de difraccion principal sobre la pantalla es:

2DA
AY = —,
a
mientras que la distancia entre dos minimos consecutivos de interferencia sobre la pantalla se
obtiene desde la aproximacion:

DA
Ay = 7,

en donde D es la distancia del dispositivo a la pantalla. El nimero de franjas oscuras # o
minimos de interferencia que estan contenidos en el ancho de difraccién principal se obtiene
comparando:

#Ay = AY,
mientras que la relacién entre d y a es:
# 2 d_#
d a a 2’

4.78 Experimento de Young. Considere la primera franja brillante en el lado positivo Y del
maximo central en el patrén de interferencia de un experimento de doble rendija de Young.
Tomar d=0.16 mm, A = 550 nm y L (distancia a la pantalla) 1.24 m. Encuentre la coordenada Y
de forma tal que la intensidad resultante sobre la pantalla sea igual al 75% de su valor
maximo.
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R. La intensidad de la luz en el patréon de interferencia en un experimento de Young estd dada
por:

(I7) = I, cos? (g)

En el caso en que sobre la pantalla la intensidad sea de 0.751, entonces la diferencia de fase de
los dos rayos incidentes es:

0.75 = 2@) s==1
75 = cos* (3 ); =3

El &ngulo desde las rendijas hasta la pantalla sobre la horizontal obtiene como:

kdsing =6 ==
sinf =6 =~;

sin @ =aztan9 =

Y
L

La posicion vertical desde el centro de la pantalla a un punto en donde la intensidad
corresponde al 75% de la intensidad maxima es:

AL

YzazOJImm

4.79 Luz polarizada. Suponga que el angulo entre los
ejes de transmisién de los polarizadores 1 y 3 de la
figura se mantiene fijo a 90° mientras que el angulo &

entre los ejes 1 y 2 puede variar. Calcular la intensidad o

en el detector asumiendo que la intensidad del haz no mrncdeme [0\ LD\ [T\ Dweawr
polarizado que inciden en el dispositivo 1 es /. — l*—-: (= — -
R. Cuando el haz no polarizado atraviesa el primer v ¥V ¥

filtro, la intensidad cambia a I /2. Al superar el segundo 1 2 3

filtro, la intensidad cambia, segin la ley de Malus, a:

I
1@ = %cosz(e)
Cuando la luz sobrepasa el filtro 3, la intensidad de salida, que es la misma que alcanza el
detector, es:

1 T 1 1
3) = %052 2(Z_pg) =Lcos? in2(0) =2 (1 -
I 5 cos (6) cos (2 6) 5 cos (6) sin“(8) 16 (1 — cos(40)).

La maxima intensidad detectada esl;/16 y el angulo del segundo detector para el cual esto
n 3w 5m 7w

sucede es —,—,—,—... (22.5°,67.5°,112.5°,157.5°...).

8’8’8’8

4.80 Una onda plana de luz monocromdtica en el aire llega en incidencia normal a una
pelicula delgada de aceite que cubre una placa de cristal. La longitud de onda de la fuente se
puede variar continuamente Se observa una interferencia destructiva en el haz reflejado para
longitudes de onda de 5000 Angstroms y 7000 Angstroms, pero no se observa para ninguna
otra longitud de onda intermedia. Si el indice de refraccion del aceite es de 1.3 y el del vidrio es
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de 1.5, (a) Hallar el espesor de la pelicula de aceite, (b) Qué sucede si el indice de refracciéon del
vidrio varia de 1.5 - 1.7.

R. Con incidencia normal, i = 0,n; = 1,n, = 1.3, n3 = 1.5. Como n; < n, < ny, la diferencia
de fase del haz de luz es § = 2dn,. Interferencia destructiva ocurre bajo la condicién (tabla
4.2):

1
Zdnz = (‘m1 — E) 11,

para la primera longitud de onda, y

1
Zdnz = (mz - E) /12,

para la segunda longitud de onda. Como entre 4, y A, no se observa ningin otro fenémeno de
interferencia destructiva, podemos concluir que estos minimos son de érdenes consecutivos, y
por lo tanto: m, = my + 1. Igualando las expresiones anteriores, obtenemos:

1 1
(mz - z) A2 = ("‘1 - z) &t

1
mydy, —mydy = 2 (A2 — A1),
A2,

=——* _=6730A4.
2,04, — A4

d

4.81 Anillos de Newton. En la figura se muestra una lente
convergente y otra plana entre cuyas superficies en contacto
se forma una delgada cufia de aire. Cuando se ilumina
normalmente, con luz de longitud de onda 4, se observa un
patron de interferencia en forma de anillos concéntricos con
centro en el punto de contacto. Hallar el radio de los anillos
brillantes.

400x267.jpg
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R. La capa de aire entre las dos cufias posee un indice de refraccién menor que la del material
que las compone. La distancia d puede calcularse como:

d=R—+R2%2—12,

Reflexion desde el hemisferio produce un cambio de fase A¢g = 0. Reflexién desde el plano
produce un cambio de fase A¢ = m. La diferencia de fase entre los rayos reflejados desde el

plano y el hemisferio es por consiguiente

41td
0=k(2d)—m=——T.
Ao

Parad<<R,d =~ r? /2R. Interferencia constructiva ocurre cuando:
§ = 2mm, m=0,1,2..
Igualando las expresiones anteriores
d 2m+1
Ao 4
mientras que los radios de los anillos brillantes estan dados por la expresion:

1
T = (m + E) RA,, m=0,12,.

En el centro del sistema aparecera un anillo oscuro, dado que la diferencia de recorrido 6ptico
es dg/2.

4.82 Disco de Airy. Calcular el didmetro del disco central de Airy formado en una pantalla
ubicada a 1 m de una abertura circular de 0.1 mm de didmetro la cual es atravesada por un haz
de luz de 550 nm.

en.wikipedia.org/wiki/airy disk

R. El patrén de difraccion de Airy se forma cuando la luz  http:
incidente atraviesa una abertura circular de radio
comparable con la longitud de onda A. La expresién para
el angulo medido con respecto a un eje perpendicular
que pasa por la abertura es:

o122
sinf = D

En donde D es el didmetro de la abertura. En la
aproximacion de pantalla lejana, sinf = R/L, con R
como el radio del disco brillante central (o radio del
primer anillo oscuro)

y L como la distancia a la pantalla. Numéricamente:

1.224
R = TL = 0.671 cm
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4.83 Las intensidades medias producidas en forma
independiente por las fuentes coherentes F1 y F2 en el

punto P son 36 W/m2y 9 W/m? respectivamente. Las ®
distancias F;P y F,P son iguales. Determine la ALK
intensidad en P cuando estas fuentes actuan ’J' \\\
simultineamente cuando una ldmina de material / N
dieléctrico con indice de refraccién 1.5 y 2000 nm de Fa F2

longitud esta presente. Considere que la longitud de
onda de las fuentes es 400 nm.
R. Denotamos como I; e I, a las intensidades de las fuentes coherentes. La intensidad

resultante en P obedece la relacion:

2mAr
IR=11+12+2 1112COS( )

En el caso en el que la ldmina dieléctrica estd ausente, la diferencia de camino recorrido por la
luz que proviene de las dos fuentes es cero, y la intensidad resultante es 81 W/m2. Cuando se
inserta la lamina dieléctrica, la diferencia del camino 6ptico recorrido es (n— 1)L.
Reemplazando los datos, tendremos que la intensidad resultante en P es 9 W/m2. Nota: La
velocidad de la onda en la placa dieléctrica es c¢/n, y la diferencia de fase es 2m(n — 1)L /A.

Addendum: La velocidad de propagacién de la onda en un medio dieléctrico homogéneo es c/n.
La diferencia temporal entre dos ondas que se propagan la misma distancia L, una en el vacio y
otra en el dieléctrico es:

_L(n—-1)

=—

Esto puede también interpretarse como si la onda que se propaga en el dieléctrico recorriese una
distancia nL con una velocidad igual a la velocidad de la luz en el vacio. La diferencia de fase
asociada a la diferencia de recorrido es por consiguiente A¢p = kL(n — 1), con k como el vector de

At

onda en el vacio.

4.84 Posicion aparente del Sol. Cuando el sol
parece estar justo en el horizonte (al ponerse o
cuando sale), el astro de hecho estad por debajo
del horizonte. La explicacién de esta supuesta h t ——,
paradoja es que la luz proveniente del sol se
desvia ligeramente cuando entra en la atmésfera
de la tierra, como se ilustra en la figura. Puesto |
que nuestra percepcidn estd basada en la idea de \ ! Proveniente del Sol
que la luz se desplaza en lineas rectas, \, \_/

percibimos la luz como proveniente de una ¥/

posicion que se encuentra por encima de la
posicién real del sol en un angulo o.

Suponiendo que la atmoésfera tiene densidad uniforme y en consecuencia, un indice de

Posicién Aparente

refraccion uniforme n, y se extiende hasta una altura h por encima de la superficie terrestre, en
cuyo punto termina de manera abrupta. (a) Hallar una relacién para el angulo ¢ en términos
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del radio de curvatura de la Tierra R, y la altura h. (b) Estimar 6 paran=1.0003, h=20 km y el
radio de la Tierra R = 6,380 km.

R. (@) En la aproximacién de “indice de refraccion
homogéneo”, es posible resolver este problema
utilizando la forma comudn de la ley de Snell. Con o
respecto a la normal,

nsina = sin(a + §).

Explicitamente: § = sin"}(nsina) — a.
. g . . . R . - .
Segin la relacién trigonométrica: sina = —, el angulo de incidencia del haz de luz

proveniente desde el astro es:

= sin —sin™ (——|.
R+h R+h
(b) Numéricamente: § = 0.222°.

4.85 Un arco iris se produce por la reflexion de
la luz solar por las gotas esféricas de agua en el
aire. En la figura se muestra un rayo que se
refracta en una gota en el punto 4, se refleja en la
superficie posterior de la gota en el punto B, y se
refracta de nuevo hacia el aire en C. Los angulos
de incidencia y reflexién 8, y 8, se muestran en
el punto B, y los angulos de incidencia y
refraccion 6, y 8, se muestran en los puntos 4 y
C. Demostrar que el angulo en radianes entre el
rayo antes de penetrar en la gota en A y después de salir de ella en C (la desviacion total del
rayo) es A = 262 — 46/ + m. Utilice la ley de Snell para escribir A en términos del indice de
refraccién del agua de la gota ny 6Z. Un arco iris se formara cuando la desviacién angular A
sea estacionaria con el angulo de incidencia 64, esto esdA/d8Z = 0. Si se satisface esta
relacién, todos los rayos con angulos de incidencia cercanos a 82 regresaran

al aire en la misma direccién, produciendo una zona brillante en el cielo. Sea 6, el valor de 82

. 1 P . .z
para el cual sucede lo anterior. Demostrar que cos?6; = E(n2 — 1). El indice de refraccién

para la luz violeta en agua es 1.342 y para la luz roja es de 1.330. Utilizar los resultados
anteriores para hallar 8, y A para las luces violeta y roja. Cual es el color mas alto en el
horizonte al observar un arco iris?.
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R. La desviacién angular en Aes 82 — 6/, en Besm — 88 — 6F y en C corresponde a: 65 — 65 .
Relaciones geométricas simples conducen a: 82 = 62; 65 = 64; 65 = 6;' y por ley de Snell es
facil deducir 85 = 6. La suma de la desviacion total del rayo conduce a:

A=204—20f+m—2068.
En el punto B debe cumplirse la ley de Snell, en donde el angulo de salida es igual a 62 :
sinf4 =nsin 68 =nsin 6.

Desde la ultima igualdad, 62 = 6/ y A = 26 — 40 + m. La desviacién puede re-escribirse
como

1
A =202 —4sin™? (E sin 654) + .

La condicién de desviacién estacionaria conduce a la expresion:

dA 4cos B

_A = 2 Ee————— 0
db; Jn? —sin? 62

La igualdad corresponde al caso 82 = 6, es el angulo para el cual ocurre la formacién del arco
iris, entonces:

n?—1
3

1

0, = cos™

Luz Violeta: 8; = 58.8883°, A = 139.213°. Luz Roja: 8; = 59.5849°, A = 137.484°. El primer
color del arco iris (el mas alto) es por consiguiente Rojo.
Figura tomada de: http://www.yalosabes.com /images//arco-iris.j
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4.86 Rayos de luz paralelos inciden en un prisma de vidrio como se ilustra en la figura.
Demostrar que el angulo formado entre los dos rayos reflejados es igual al doble del &ngulo del
prisma o

R. En la figura adjunta se ilustra la construccién de los angulos formados por los haces de luz
con respecto a la normal del prisma.

El angulo de reflexion con respecto a la normal es (m — @)/2, y con respecto a la superficie es
su complementario: a/2. Por simetria, el haz reflejado en el lado opuesto del prisma también
formara un angulo a/2 con respecto a la superficie. El angulo entre los dos rayos incidentes es
por consiguiente

i.e. el doble del dngulo del prisma.

4.87 La forma Newtoniana de la ecuacion de
las lentes viene dada en funcién de las distancias
al objeto y a la imagen desde el primer y el
segundo puntos focales. Obtener la ecuacién de

los lentes en forma Newtoniana. (Ver figura f ,f ________________________ el
anexa.) —
— s s X
R. En términos de las distancias a los focos, se %
obtiene: x'=s'"—f , x=s—f . La forma
Gaussiana de la ecuacién de lentes es:
1 1 1
sTYTF

Reemplazando:
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1 N 11
x+f x'+f f’

el cual puede simplificarse como: xx' = f2.

4.88 Una jarra se llena de glicerina hasta un nivel de profundidad de 100.0 mm. A un
observador el fondo le parece estar elevado 32.5 mm. Encontrar el indice de refracciéon de la
glicerina.

R. La profundidad aparente del liquido (Ejercicio 4.43) esd’ = d/n, en donde n es el indice de
refraccion y d la profundidad real. Segtn los datos del problema, d’ = 100 mm — 32.5 mm =
67.5 mm, y el indice esn = 1.481.

4.89 Un objeto de altura 5 mm se sitila a 250 mm frente a un espejo convexo de radio de
curvatura R = 400 mm. (a) Calcular la distancia desde el espejo de la imagen formada. (b) Cual
es el tamano de la imagen?

R. (Ver Ejemplo 4.22). (a) La imagen formada por un espejo convexo es virtual no invertida
(derecha), y su posicion se obtiene de la formula:

1 1 2
So Sy B R
s; =—111.11 mm. (b) El tamafio de la imagen es
y' =31y =22mm.
So
4.90 Un telescopio de Cassegrain utiliza dos espejos, A
como se muestra en la figura. Este telescopio esta ’“—;_B'
construido con dos espejos separados d = 20 mm. Si el \:>

radio de curvatura del espejo grande es R; = 220 mm y
del espejo pequefio es R, = 140 mm, donde estara la
imagen final de un objeto situado en el infinito?

R. La distancia focal del espejo de mayor tamano es f; = % = 110 mm a la derecha del mismo.

La distancia focal del espejo pequefio es f, = % = 70 mm. La distancia del “objeto” formado en

el foco del espejo grande con respecto al espejo pequefio es por consiguiente igual a

fi1 —d = 90 mm. La distancia imagen formada por éste tultimo se obtiene desde la expresion:
! + ! 315
—=—; 5= mm.
fi=d s [z

4.91 Principio de Fermat para la reflexion. El principio de Fermat (seccién 4.4) establece
que la trayectoria de un rayo de luz entre dos puntos es tal que el tiempo para que la luz viaje
entre ellos es minimo con respecto a las trayectorias mas cercanas. En la figura se muestra la

trayectoria que deberia seguir un rayo de luz desde el punto P hasta el punto P’, en el caso de
rayos que se reflejan en una superficie. Sea A la longitud de la trayectoria desde P hasta P’, y x
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la posicion donde el rayo intersecta al espejo.

De acuerdo con el principio de Fermat, la (- - L
trayectoria verdadera serd aquella para la cual G

la derivadadA/dx sea cero, y en la que el
tiempo para que la luz viaje de P a P’ sea o 4
minimo. Hallar la longitud de la trayectoria Ay
demostrar que esta longitud es minima (y por

lo tanto el intervalo de tiempo) cuando x = L/2.

R. La longitud de la trayectoria A estd dada
por: A=vVxZ+dZ+,(L—x)2+d% . Al
minimizar esta cantidad, se obtiene la ecuacion:

dA x L—x _ 0
dx  \xZ+d? \[(L-x)%+d?

la cual tiene solucion x = L/2.La longitud de la trayectoria de tiempo minimo es por
consiguiente A,, = 2,/(L/2)? + d?,y el angulo de incidencia 6 es igual al 4&ngulo de reflexion ¢.
El tiempo de recorrido de un haz de luz entre los puntos P, P’ en el vacio est =A,,/c, con ¢
igual a la velocidad de la luz.

4.92 Reflexiones en un espejo parabdlico. Una parabola es el lugar geométrico de los
puntos de un plano que equidistan de un punto llamado foco y de una linea llamada directriz.
(a) Para la parabola y? = 4p(x — p), demostrar que la directriz es el eje y y el foco el punto
(2p,0). (b) Hallar la tangente de la parabola, y demostrar que la tangente del angulo o en la
figura es y/(x — 2p), en donde (x,y) corresponde a la posicion en que el rayo intersecta a la
parabola. (c) Demostrar que tan(a — ) = tan . Esta condicion significa que todos los rayos
perpendiculares a la directriz se reflejan
hacia el foco de la parabola. o ¥

R. (a) La distancia al foco (localizado en f ,B
(2p,0)) desde cualquier punto sobre la
parabola es:

d=/(x—2p)* +y*

mientras que la distancia perpendicular
de este punto a la directriz es x. Si estas
dos distancias son equidistantes,
entonces:

x =+/(x - 2p)? + y2.

Resolviendo, obtenemos: y? = 4p(x — p). (b) La tangente a la parabola se obtiene calculando la
derivada:
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dy
dx

d 2
4p; Y = —p,

2 - =
y dx vy

Mientras que la tangente del &ngulo o es (el tridngulo rectangulo que contiene el angulo « tiene
lados rectos y y x — 2p):

t = .
an a x_zp

(c) Segun la grafica, tanf = 2p/y; y = a — (. Laidentidad trigonométrica

tana —tan

t -f)=——---—
an(a = B) 1+ tanatanf
conduce a:
}'2 _2p 5
tan(a — B) = X—°p Y =7p=tan[3,

1+ (25) ()

en donde se ha reemplazado y? = 4px — 4p®. De este resultado es claro que si el 4ngulo de
incidencia de un rayo perpendicular a la directriz con respecto a la tangente en un punto del
espejo es 3, el rayo reflejado formara un angulo y = @ — 8 con la linea tangente en ese punto.
Para que esta condicidn se cumpla, el rayo reflejado debe pasar por el foco de la parabola.

4.93 En una zona esférica convexa del espejo retrovisor de un camion, se observa que la
parte de atras del camidn, alejada 20 m, tiene una imagen virtual de un veinteavo de su tamafio
real. (a) Cudl es el radio de curvatura del espejo? (b) Dénde esta la imagen?.

R. (a) La distancia objeto es 20 m, y la distancia imagen (virtual, no invertida y localizada detrds
del espejo, con una “magnificaciéon” m de 1/20 estaria localizada a 1 m del espejo. La distancia
focal de este espejo es negativa, por lo tanto el radio de curvatura es:

1 12
s=20 |[s'=1] |R|
R = —2.1 m. (b) La imagen estara localizada a 1 m (detras) del espejo.

4.94 Completar la siguiente tabla para espejos esféricos con rayos paraxiales. Todas las
unidades estan en mm.

TIPO RADIO | DISTANCIA | DISTANCIA | DISTANCIA | ;IMAGEN | ;IMAGEN M
FOCAL OBJETO IMAGEN REAL? INVERTIDA?
Convexa -90 -45 +15 -11.25 No No +0.75
Plana +300
Céncava 120 +400
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-480 -120
96 -36
Convexa +160 0.5
o0 -48
Céncava +50 Si 1.5
R.
Tipo Radio | Distancia | Distancia | Distancia | ;Imagen | ;Imagen M
focal objeto imagen real? invertida?
Convexa -90 -45 +15 -11.25 No No +0.75
Plana o o +300 -300 No No +1
Céncava 120 +60 +400 +70.6 Si Si -1.18
Convexa -480 -240 +240 -120 No No +0.5
Céncava* | +192 +96 +26.2 -36 No No +1.37
Convexa -320 -160 +160 -80 No No +0.5
Plana 0 © +48 -48 No No +1
Céncava 40 20 33.3 +50 Si Si -1.5

* Resolvemos este caso tomando el signo positivo. La distancia objeto es menor que la distancia
focal (positiva) asociada a un espejo céncavo, y la imagen formada es virtual no invertida y
aumentada.

4.95 Una lente plano-convexa debe tener una
distancia focal de 240 mm y debe construirse con un
vidrio de indice de refraccién de 1.675. Qué radio de
curvatura deberia tener dicha lente?.

R. Utilizamos la expresion general del constructor de
lentes en aire:

1 1 1 (m-1Dd
F= (g )

en dondenes el indice del vidrio y d el espesor de la lente. Despreciando el espesor y
considerando que el radio de curvatura del lado plano (R;) es infinito (el cual se toma con
respecto al punto

mas cercano a la fuente de luz), mientras que el radio de curvatura de la lente
esta definido por:

R, =~ —(n—1)f = —-162 mm.

4.96* El indice de refraccion de un liquido puede determinarse mediante el siguiente
método: se adjunta una lente biconvexa, de distancia focal medida fy radios de curvatura R, a
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una placa de vidrio plana y se coloca una gota de liquido entre la lente y la placa. De este modo
el liquido forma una lente plano céncava de radio -R. Si se tiene que la distancia focal de la
combinacion de estas dos lentes es f’, demostrar que el indice de refracciéon del liquido es:

n=1+R<]lc—%>.

ey
-———-— -

1/r /6

R. La distancia focal f’ puede considerarse como el resultado de la combinacién de dos lentes
con longitudes focales f y f;; en donde f; es la distancia focal producida por una lente “liquida”
de geometria plano-céncava de indice de refraccion n. La ecuacion para f' es por lo tanto:

1 1 N 1

o f f
Utilizando la ecuacion del constructor de lentes (Ver ejemplo 4.95), el inverso de la distancia
focal de la lente “liquida” de radio -R y plana sobre la segunda superficie es:

t-a-n(-)

Combinando las dos expresiones anteriores:
1 1 1 ( D (1)
ffr h R
despejando la expresion anterior se obtiene el indice de refraccién del liquido:
1+R (1 1)
n= —-— =)
f f

4.97 Estimar la distancia focal del espejo de la figura. Es virtual o real la imagen de la cara
del hombre? (“Hand with reflecting sphere”, M. C. Escher, 1935). http://www.mcescher.com/

R. El mundo de Escher, en esta intrigante pieza artistica titulada “Mano con globo reflectante”
pareciera estar atrapado por reflexiéon. La tUnica pista de validez que el observador tiene en la
esfera reflectora es la mano del artista, la cual incidentalmente combina simultdneamente la
realidad y la imagen por reflexion. La luz, la cual proviene de la ventana detrds desde donde
Escher esta sentado, ilumina cada pieza del inmobiliario, crea a su vez tonalidades y sombras
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debajo de la cara de Escher, y establece de esta forma
una sensacion de profundidad. El artista conduce al

observador a dar crédito a la realidad de la esfera en la ¥ %
cual éste esta absorbido, contagiandolo al mismo tiempo |~ M0 g W

3 ﬁ.J
-y

de su actitud contemplativa y segura de su reflexion. El
control de Escher como artista es notorio, no s6lo por

i
colocarse a si mismo como pieza central, sino también - ‘_
por mantener (sostener) la imagen reflejada no
invertida, gesto simbdlico que indica que tiene un
control firme sobre ambos mundos, capturando al
observador en la imagen que ha creado. Un estimativo
simple de las dimensiones tipicas de la anatomia de un
hombre europeo adulto (36 afios en enero de 1935),
puede hacerse considerando que su mano pudiera haber tenido unos 22 cm entre el extremo
del dedo pulgar y el extremo del dedo medio. Con este dato puede inferirse que la esfera puede

tener unos 28 cm de didmetro, es decir unos 14 cm de radio y una distancia focal de unos 7 cm.

La imagen es no invertida, disminuida y virtual. Si asumimos que la estatura promedio de un
holandés es de 1.83 m (http://en.wikipedia.org/wiki/Human height), y que ésta no ha variado
significativamente en los Ultimos 80 afios, la distancia desde el rostro hasta la esfera con el
brazo (casi completamente) estirado es alrededor de 92 cm (considerando una proporcién del
tamafio de la cabeza de 9 pulgadas). La imagen de su rostro se formara entonces a unos -6.50
cm, con una magnificacion de +0.070.

4.98 Demostrar que la minima distancia desde el objeto real a una imagen real para una lente
convergente es 4.

R. La distancia entre el objeto y la imagen real en una lente convergente es d = s; + s5¢. La
relacién entre las distancias y el foco es f ™1 = 5,71 + s,71. Combinando estas dos expresiones
obtenemos:

So Sy

A
\ 4

A
\ 4

d=sp (1 +sof—f)'

Minimizando con respecto a s,:
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od
9% _ 14 f Sof
aSO

So—f_(so—f)2=0’

cuya solucion es s, = 2f. Al reemplazar en la ecuacion para d, finalmente se obtiene d = 4f.

4.99 Una esfera transparente en el aire de 200 mm de didmetro forma en su superficie
posterior una imagen de rayos paraxiales de un objeto alejado 1000 mm. Cual es el indice de
refraccidn de la esfera?

R. Las distancias al objeto y a la imagen en una esfera de radio R de un material con un indice
de refraccion desconocido n en aire (nqir.=1) estan relacionadas por:

n—-1 n 1

R N So

Si la imagen se forma en la superficie posterior, i.e.,, s; = 2R, el indice de refraccién se estima
como:

n-l_n 1 —2(1+R)—22
R 2R s, n= so) ~

Para un objeto localizado en el infinito, la imagen se formara a 0.83 mm desde el centro de la
esfera.

4.100 Calcular el &ngulo minimo con respecto a la vertical en el cual un buzo bajo el agua de
un lago tranquilo puede observar la puesta del Sol. Despreciar los efectos de los lentes de
buceo.

SOLQ <

R. En este caso es suficiente con obtener el angulo critico de un rayo que se propaga rasante a
la superficie del lago. Con los datos de la tabla 4.1: n = 1.33,

1
6 = arcsin (—) = 48.75°.
n
4.101 Distancia focal de una esfera transparente. Hallar la distancia focal de una esfera

transparente de vidrio de radio R en aire, en la aproximacion paraxial. El indice de refraccion
de la esfera es n.

263



Notas de Clase: Fisica de Oscilaciones, Ondas y Optica (Version 03) | 2015

8P / ™
Sy /
& (v.) T e _7‘-
R - a’ ‘1
r’) 7 b4 /i F
¢ [®~= Yy S

R. Un rayo paraxial incide en el punto P con un angulo & con respecto a la normal desde la
izquierda de la esfera. Este rayo experimenta una refraccion con dngulo 6’ definido por:

sin® = nsin@’.

La longitud focal desde el centro C de la esfera es f = x + y. El valor de la distancia x esta dado
por el angulo 4 que forma el segmento CQ con respecto al eje horizontal: x = R cos A. Del
tridngulo APCQ se deduce 20' + @ = m; A =26’ — 6.En el punto Q aplicamos nuevamente la
ley de Snell para deducir:

sinf =nsin@’ = sin(4 + B),

o en forma equivalente, 8 =4+, f =60 —A=2(6 —0').Del tridngulo rectingulo ASQF
tenemos: tan 8 = z/y, con z = Rsin4 como la longitud del segmento SQ.Insertando todos
estos resultados en la expresion para la distancia focal, finalmente arribamos a:

cos(20 — 28")

= R|cos(20' — in(20' — 9)— — =7 2|
f [cos(e 0) + sin(26 e)sin(29—29’)

La distancia focal es por lo tanto funcién del indice de refracciéon y del angulo de incidencia del
rayo con respecto a la normal. En la aproximacién de angulo pequefo, § = nf’',y la distancia
focal se reduce a:
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Para una gota de agua en el aire con n = 4/3, la distancia focal es ZR. Si la esfera estd inmersa
en un medio con indice de n,,, el analisis geométrico sigue siendo valido, excepto que ahora la
relacion entre los angulos 8y 6’ es n,,sin @ = nsin6’. Andlogamente la distancia focal se

( m)

4.102 Demostrar que la férmula del problema anterior puede deducirse de la férmula general
del constructor de lentes gruesos (ver ejemplo 4.95),conR; = R,R, = —Ryd = 2R.

R. Partimos de la expresion:

1 . 1 1 (mn-1d
ARl e

Reemplazando las condiciones anteriores, en efecto

1 1 2(n—-1\_ 2n-1)
<R+R nR >_ nR

4.103 Calcular la magnificacion de un objeto de localizado a 6 mm del vértice de una canica de
vidrio de 12 mm de didmetro y con indice de refraccion 3/2.

R. Utilizando las férmulas anteriores (Ej. 4.101), calculamos la distancia focal como 9 mm, y la
magnificacion es:

4.104 Refraccion en un medio no
homogéneo. Un medio no homogéneo Y
estratificado tiene un indice de refracciéon que
varia segun la direccién Y, esto esn = n(y).
Obtener la ecuacién del camino 6ptico del rayo.
R. A una distancia y desde un punto de
referencia, el rayo debe obedecer la condicion
de Snell: n(y) sin & = n, sin 6, = c (Constante),
siendo @ el angulo con respecto a la normal del

rayo en un punto con coordenadas (x, y).
sin @

Utilizando la relacién tan9=\/ﬁ ,

obtenemos:

_dx

c
oy @ @

tan0 =
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Integrando a ambos lados, se obtiene la ecuacién para la desviacidén lateral del camino éptico
Ax:

A J‘y cdy
X=X—%X)= | —————.
o V()% — €2
4.105 Una lente delgada de potencia 6ptica D = 1/f forma una imagen de aumento M. Hallar

la distancia de la lente al objeto y a la image}n.

R. Combinando las expresiones:

la distancia imagen es s; = (1 — M)/D; mientras que la distancia objeto se define como
s;=(M —1)/MD.

4.106 Una lente positiva, construida con un material de indice n; = 2, y un espejo tienen la
misma distancia focal en el aire. Cual tiene la menor distancia focal en el agua con n,, = 4/3?.

R. Larelacion de las distancias focales de una lente delgada en el aire y en el agua es:

fw _ on—1
faL nL/nw -1

mientras que la distancia focal del espejo en agua disminuye segun el indice de refraccion:

ot
w nw'

De esta forma:

f_‘,ﬁ 2(nL—l) 8

=n
E w —

fw n,— Ny

Se concluye por consiguiente que el espejo tiene menor distancia focal en el agua.

4.107 Completar la tabla siguiente para superficies de refracciéon esféricas (también
conocidas como dioptrios). Todas las medidas estdin en mm. Tomar n; =1yn, =133y
suponer que todos los rayos son paraxiales.

TIPO RADIO DISTANCIA DISTANCIA IMAGEN IMAGEN
OBJETO IMAGEN REAL? INVERTIDA?
Convexa -90 +15 -19 No No
Plana +300
+120 +480
-480 +120
+96 -96
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TIPO RADIO DISTANCIA | DISTANCIA IMAGEN IMAGEN
OBJETO IMAGEN REAL? INVERTIDA?
Convexa -90 +15 -19 No No
Plana(i) +00 +300 -400 Si No
Concava(ii) +120 +00 +480 No No
Convexal(iii) -480 +120 -148 No No
Convexal(iii) -96 +96 -96 No No
(i) La distancia imagen se obtiene como s; = —nsg, y la magnificacion M = _nSTIO =
+1.
(ii) La imagen se localiza justo en el punto focal.

(iii)  Una lente convexa forma una imagen virtual no invertida cuando la distancia objeto
es menor que la distancia focal objeto.

4.108 Un gradiente de temperatura vertical en el aire cambia el indice de refraccidon segtin
la formula:

n(z) = ny(1 + Az);

en donde n, es el indice de la superficie, A =1.5X107°m™1,y z estd medido en metros. Si
una persona tiene los ojos ubicados a h =1.70 m sobre la superficie, cual es la distancia
horizontal maxima en el cual la visién es posible bajo estas condiciones? (Ver Ejercicio 4.104).

h—/

»

X X

A

A
N

R. La trayectoria del haz incidente (linea verde) es curvilinea y céncava cuando el indice de
refraccién aumenta con la coordenada vertical. La ley de Snell en cualquier punto obedece:

n(z) sin & = constante = n; sin(90°) = n,.

Para cualquier distancia horizontal x, la tangente del &ngulo 8 puede escribirse como:

dx tan 6 sin @

— =tanf = ————;

dz V1 —sin2 8
dx ng

Integrando:
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f_Xd fo—n" dz = —2X (2) mn-t| (A
x = z=—-2X=—(—]sin —
X h n(z)? —n? A 2

El cual proporciona la distancia horizontal X recorrida por el rayo justo antes de incidir
paralelamente a la superficie. Numéricamente: X = 752.77 m. Una forma alternativa de
resolver este ejercicio consiste en considerar los angulos de incidencia 8 y el angulo paralelo a
la superficie (6 = 90°) en la ecuacién:

n(z) sin @ = constante = ny sin(90°) = n,.
Enz = h, sinf = X/VX? + h?. Despejando X = h/V2Ah + A?h? = 752.7 m.

4.109 Un rayo incide perpendicularmente a la cara AB de un prisma de vidrio con indice 1.52.
Si el prisma estd rodeado de aire, hallar el valor maximo del dngulo ¢ de tal forma que el rayo
se refleje totalmente en la cara AC. Repetir el problema si el prisma se sumerge en agua con
indice de refraccion 4/3.

R.

A

Segun el diagrama de la derecha, el angulo de incidencia con respecto a la normal es 90° — ¢.
Aplicando la férmula para el angulo critico:

nsin(90° — ¢) = 1.
¢ = 48.86°.

En el caso en que el prisma esté rodeado de agua:

nsin(90° — @) = nggyq;

cos(p) = nagua/n )
¢ = 28.72°.

4.110 Microscopio simple. La figura muestra un microscopio simple de distancia focal f, con
el ojo focalizado en un punto correspondiente as’ = 250 mm. (a) Demostrar que el dngulo
subtendido en el ojo por el objeto, en el punto préximo, y sin la lente, es 8,, = h/250 mm, y que
el 4&ngulo subtendido por la imagen cuando se situa la lente es 6,, = h/s, donde 1/s — 1/s' =
1/f.(b) Demostrar que M = 1 4+ 250 (mm)/f.
http://www.mosquito.org/assets/Images/madult.j
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R. (a) Sin lente, el dngulo subtendido
por el objeto localizado en el punto

préximo de un ojo normal (250 mm) , S /
es: * 6o /T 5
O * (a]4= B
L Ll | S —
h { —F »
MY = 950 mm ¢ i

§'=250mm
Cuando la lente se sitda entre el ojo y
el objeto, la imagen formada de altura
!

y' se relaciona con el d&ngulo
subtendido 8,,, como:

en donde la relacién % = S? se ha utilizado. (b) Manipulacién matematica simple conduce a:
s = 250f/(250 + f) (mm).

0, 250mm 250mm
M=—= = (1 + ) .

6y s f

4.111 (a) Cual es la distancia focal de un microscopio simple de aumento 3X, donde dicho
aumento se mide con el ojo focalizado en el infinito?. (b) Cual es el maximo aumento que una
persona joven, con un poder de acomodacién de 70 mm, podria obtener de este microscopio?.
R. (a) En este caso se considera que la imagen se forma en el infinito (ojo relajado), y el
objeto se localiza en el foco de la lente. Para un ojo normal con un punto préximo a 250 mm, el
aumento de la lente es:

0 250mm B 250mm

L =
Ou s f

La distancia focal es por consiguiente (con M = 3) igual a 83 mm. (b) Si la distancia de
acomodacién (la longitud minima en la que un ojo puede capturar las imagenes sin que
aparezcan borrosas), es la distancia en que el microscopio forma una imagen virtual a -70 mm
de la lente, con un foco de 83 mm, el objeto se deberia colocar en 37.97 mm. La magnificacion
en este caso es: M=70/37.97=1.84. Si el objeto se mantiene en el punto préximo, la imagen
virtual se formara a -447 mm de la lente con M = 6.38. El valor maximo posible de
magnificacion es por consiguiente M = 6.38.

4.112 Suponer que las aberturas de las rendijas en el experimento de la doble rendija tienen

tamarfios distintos, de manera tal que las componentes vectoriales del campo eléctrico debido a
las ondas poseen amplitudes diferentes:
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E| = Ey; sin(wt); E, = Ey, sin(wt + ¢).
(a) Demostrar que la componente E;, vertical del campo resultante es:
Ei, = E;sin(wt + 6),
en donde E, es la amplitud de la onda resultante y § una constante de fase.
(b) Hallar E, y la intensidad de la onda resultante.

R. El diagrama de fasores se ilustra en la siguiente figura.

»

Ei2 Ea Eoz

< Eoi

b e

(a) La componente vertical del fasor resultante es: E, sin(wt + 6).
(b) Utilizando el teorema del coseno:

E, = \/Egl + EZ, — 2Ey1Eg, cos(m — ).

La intensidad promedio de la onda resultante es proporcional a la amplitud del campo
eléctrico: (I) « E?, de esta forma, desde la ecuacién anterior:

(I} = {lp1) + (Io2) + 2+/{Ip1 X1p2) cos .
El angulo de fase resultante puede obtenerse de la relacidn:

_Ey sin(wt) + Ey, sin(wt + ¢)
"~ Egy cos(wt) + Egy cos(wt + ¢)’

tan 6
Cuando las amplitudes son iguales a Ej, la intensidad resultante es (cfr. 4.78 y 4.83):

(L) = 4(I,) cos? (%)
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4.113 Un haz de luz parcialmente polarizado puede ser considerado como dos haces
incoherentes con intensidades diferentes y con sus planos de polarizaciéon perpendiculares. Si
(I;) es la intensidad del haz mas intenso e (I,) es la intensidad del haz menos intenso: (a)
Calcular la intensidad transmitida cuando un haz parcialmente polarizado incide en un
polarizador ideal, siendo € el angulo entre el eje de transmision del polarizador y el plano de
polarizacion del haz mas intenso. (b) Demostrar que la intensidad transmitida por el
polarizador puede escribirse como:

1+ P cos(20)

I)=()————
=) ——7

donde P es el grado de polarizacion del haz.

R. (a) Utilizando la ley de Malus, la intensidad transmitida por el haz mas intenso es: (I;) cos? 8,
mientras que la intensidad del haz menos intenso, cuyo plano de polarizaciéon forma un angulo
90° — @ es: (I,) sin? . La intensidad resultante es:

(Iy = (I;) cos? @ + (I,)sin? 6 = (I,) + ({I,) — {I,)) cos? 6.

(b) Utilizando la identidad cos? 8 = [1 + cos(26)]/2, la ecuacién anterior se puede escribir
como:

1 1
() =5 () + (1) +5 (1) = (1)) cos(26).
Definiendo el grado de polarizacién como:

()= () () _1-P
(I) + (L)’ (i) 1+P

Algebra simple conduce a:

(1 = 1y L2 020)

4.114 Pelicula delgada. Sobre la superficie de un vidrio (n’ = 1.50) se coloca una pelicula
delgada de un material transparente con n = 1.29. Cual es el minimo espesor de la pelicula que
minimiza la reflexién de la luz que incide normalmente con longitud de onda de 600 nm?.

R. En este ejercicio nos referimos a la tabla 4.2. Si la onda viaja desde un medio de menor
indice (aire) hacia un medio con mayor indice de refracciéon (pelicula transparente con n =
1.29) sobre un sustrato n”= 1.50, entonces se cumple la condicién: ny;, < n < n'. En este caso
la onda reflejada experimentara un cambio de fase total igual a cero y existira interferencia
destructiva cuando su espesor minimo cumpla la condicién (m = 1 en la tabla 4.2):

A
d=—=116.3 nm.
in
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4.115*% Deducir la ecuacidn para las lentes delgadas (convergentes) utilizando el principio de
Fermat.

8, 6,

R. El principio de Fermat establece que el tiempo de recorrido del rayo de luz entre el punto
objeto y su imagen debe ser minimo. Las trayectorias de los rayos que provienen del objeto
son diferentes, pero el tiempo de recorrido debe ser el mismo. Seleccionamos dos de ellas, sin
pérdida de generalidad: OPI y OCI. El tiempo de recorrido en la trayectoria OPI es:

1
tOPI =~ [\/(X F0)2+ 2+ /(Y +6,)% + hz],

mientras que para la trayectoria OCI
1
toCI = - [X+Y +n(s; +38,)],

en donde n es el indice de refraccién del lente y c la velocidad de la luz en el vacio. Estos
tiempos deben ser iguales (t = tOCI = tOPI), por lo tanto, es posible construir una ecuaciéon
que relacione el tiempo total de recorrido del haz en términos de la posicién del objeto X (o su
imagen Y, desde el segundo vértice de la lente). Después de cierta algebra, obtenemos:

(01 +6)(—1 +n)(8; — 6, + (81 + 8,)n + 2X)

t(X) =— :
2¢(8, = (6, + 8)n — X + VA2 + (8, + X)?)

La posicion del objeto que minimiza el tiempo de recorrido del haz se obtiene resolviendo:

4h?
(6, +6)(—1+mn)

5t(X) 1
= X = — —351 + 62 +

e ; 2 — (6, + 52)”]-

272



Notas de Clase: Fisica de Oscilaciones, Ondas y Optica (Version 03) | 2015

Analogamente, en términos de la posicion de laimagen Y:

h2

(6, +6)(—1+mn)

1
Y = 1[51 — 368, + — (6, + 82)n].

Los radios de curvatura de la lente con respecto a los centros C; y C, pueden relacionarse con
las distancias §; y 5, y en la aproximacién paraxial, h < Ry,h K R,

h\* h? h?
6=R;—R 1—(—) =— 5, =—
r—a R, 2R, * T 2R,

Al reemplazar estos resultados en la expresion de la suma de los inversos de las distancias al
objeto y a la imagen desde el primer vértice: Y' =Y + (8, + §,), y efectuando la aproximacion
de primer orden, con h — 0, finalmente se obtiene:

1+1_( 1)(1_{_1)
x 'y~ W™ R, "R,

En este caso no se tiene en cuenta la convencién de los signos asociada a los radios de las
concavidades de la lente.

4.116 La ley de Brewster, tan 6, = n,/n,, proporciona el angulo de incidencia (para un haz

que incide desde el medio 1 sobre la superficie que separa los medios 1 y 2) tal que el haz
reflejado estd completamente polarizado. Supongamos que 60, representa este angulo de

polarizacion y que 8,, representa el angulo correspondiente del haz refractado. Supongamos

ahora que un haz incide desde el medio 2 sobre la superficie que separa los medios 1 y 2.
Demostrar que el angulo de polarizacion para este haz es 65,

R. Laley de Brewster indica que la luz reflejada estara completamente polarizada siempre que
el angulo de incidencia (angulo de polarizacion) se relacione con el dngulo refractado como:

T
9p+1"=§.

El angulo refractado en el primer caso es: 0, = g — 01p. Si el haz de luz incide desde el medio 2

entonces: tan 6, = n,/n,. Reemplazando en la condicion de Brewster:

sin (% - 92p) B cos(@zp) B 1
cos (% — Hzp) sin(sz) tan(@zp)'

n s
tan 6, = n_z = tan (E - 92p) =
1

obtenemos la ecuacién para el angulo de polarizacion de un haz incidente desde el segundo
medio (o de forma equivalente, que corresponde al haz refractado desde el primer medio):
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n
tan(@zp) = n—:

4.117 Suponer que el angulo critico para la reflexion interna total de la luz que incide desde
un medio 2 sobre la superficie de separacion entre los medios 1y 2 es 0.68 rad. (a) Cual es el
angulo de polarizacién para la luz que incide desde el medio 2? (b) Cudl es el angulo de
polarizacién para la luz que incide desde el medio 1?

R. El 4ngulo de incidencia que produce reflexion total es:

n
sin 6 =n—1 = sin(0.68 rad) = 0.63.
2

(a) El angulo de polarizacién para la luz incidente desde el medio 2 es:

n
tan™" (n_1> = 0 = tan~1(0.63) = 32.2°.
2

(b) El 4ngulo de polarizacién para la luz que incide desde el medio 1:

n 1
tan™?! (n—2> =6,, = tan™? (ﬁ) = 57.8°
1 .

4.118 Disco de Arago (o mancha de Poisson). Explicar cualitativamente la formacién del
punto de Arago. En la figura se ilustran dos rayos que pasan por el borde del disco e inciden en
la pantalla. Qué puede decirse sobre la diferencia de camino entre estos dos rayos?. Qué puede
decirse sobre la diferencia de fase entre las ondas de luz que viajan a lo largo de estos rayos?
Generalizar las conclusiones para incluir todas las ondas de luz que pasan por el borde del
disco.

R.

Disco

Fuente
Puntual
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Los puntos del borde del disco actuaran como fuentes puntuales de ondas coherentes por
principio de Huygens. Los rayos que alcanzan el borde del disco perpendicular al eje dptico y
que provienen de una fuente puntual, son difractados hacia la pantalla. La diferencia de
recorrido para cualquier par de rayos provenientes del perimetro del disco y que alcanzan el
punto P en la pantalla (sobre el eje éptico), es igual a cero, presentandose por consiguiente el
fenémeno de interferencia constructiva en ese punto. La diferencia de fase es también igual a
cero. Este andlisis simple puede repetirse para cualquier par de rayos que emergen del borde
del disco, incrementando la intensidad de la onda resultante sobre P, con un valor cercano al
valor de la intensidad de la fuente puntual, segin la hipétesis inicial de Poisson. El andlisis
matematico de este fendmeno requiere fundamentos por fuera del alcance de este texto. Se
remite al lector interesado a las siguientes referencias:
http://www.accefyn.org.co/PubliAcad/Encuentro/Full text/opt fourier/Off-01-o0.pdf

Grafica tomada de http://aics-research.com/art/low-poissons-spot.jpg

4.119 Cuadl es el angulo minimo de resolucién (cfr. Ejs. 4.72 y 4.82) de un telescopio cuya
abertura tiene un diametro de 75 mm? La luz de los objetos observados tiene una longitud de
onda de 500 nm.

R. El limite de resolucién de un instrumento éptico tiene un limite descrito por el criterio de
Rayleigh. El angulo minimo de resolucion es:

A
AOp = 1.22 (E) =8.13x 107 °rad,

en donde d es el didmetro de abertura del instrumento, y 4 la longitud de onda incidente.

4.120 Poder de resolucion del ojo humano. Estimar la distancia maxima a la que una
persona (con buena vista y sin ayuda de ningtn instrumento) puede distinguir por separado
los dos faros encendidos de un automoévil. El didmetro de la pupila del ojo puede variar entre 2
y 9 mm.

R. Los limites de resoluciéon angular del ojo humano pueden estimarse utilizando los valores
extremos de la abertura de la pupila con los valores limite de las longitudes de onda visibles
emitida por los faros del auto (~390 nm-750 nm):

AB ~122(/1)
R— . d.

Los valores extremos estan en el rango 52.87 — 457.5 urad. Si los faros estan separados una
distancia de arco aproximada de 1.5 m, éstos estaran resueltos a unas distancias:

S
R ~ — =~ {3.2 km — 28.4 km}.
AG; {3.2 km — 28.4 km}

4.121 Dos estrellas, cada una de las cuales produce mas o menos la misma intensidad de luz
en la Tierra, tienen una separacion angular de 7 urad. Si la luz de las estrellas tiene una
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longitud de onda promedio de 600 nm. Cudl es el didmetro de abertura minimo necesario para
resolverlas?.
R. Utilizando

A
d= 1.22E = 0.104 m.

4.122 Una rendija se ilumina con luz cuyas longitudes de onda A; y 1, se escogen de tal
manera que el primer minimo de difraccién de A, coincida con el segundo minimo de A,. Cudl
es la relacién entre las dos longitudes de onda?

R. En el experimento de difraccion de Fraunhofer de una rendija, los minimos estaran
localizados segun:

asin@ =mA, m=1,2,3...

Si el angulo de incidencia es el mismo en ambos casos, entonces la condiciéon del problema
debe cumplir

A
1=
22,

En general, los minimos de diferentes érdenes coinciden bajo la condicién:
ml
m
en donde m’ (m) es el orden del minimo asociado a A’ (1).

4.123 Una fuente luminosa que contiene una mezcla de atomos de Hidr6geno y Deuterio y
emite un doblete rojo en 656.3 nm cuya separacién es de 0.18 nm. Hallar el nimero minimo de
rendijas que se necesitan en una red de difraccidn para separar estas lineas en el primer orden.
R. El poder de resolucion de una red de difraccion de orden m puede calcularse como:

R =mN
siendo N el niumero de rejillas. En el primer orden, R = N. Adicionalmente:

_ A _ 656.3 nm

~ Al 018 nm 3646 = N.

Las lineas de emisidn del gas estaran resueltas en el primer orden para una red con un minimo
de 3646 rejillas.

4.124 Una red de difraccion de 2 cm de ancho tiene 6000 surcos. A qué angulos ocurriran los
maximos de intensidad en los haces si la radiacion incidente tiene una longitud de onda de 589

nm?.
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R. La separacion entre fuentes es:

__° =3.3 x107°
“=%000 m

La posicidn de los maximos de intensidad pueden estimarse de la condicién (Cfr. Ej. 4.50):

2na
d= Tsin@ = 0,27T,47T

asin 8 = mA.
Para el maximo de primer orden,
6 =10.28°.

Otros valores de los angulos que maximizan la intensidad, segun el orden m:
20.91°,32.37°,45.56°,63.17°.
En este caso sdlo se podran detectar maximos de intensidad de orden 5.

4.125 Al cubrir una de las aberturas de un aparato de doble rendija con una pelicula
dieléctrica de indice n = 1.58, el punto central de la pantalla queda ahora ocupado por lo que
anteriormente era la séptima franja brillante. Si la longitud de onda incidente es de A = 550
nm, calcular el espesor de la pelicula.

R. La distancia (sobre la pantalla) entre el maximo central de interferencia y la séptima franja
brillante sin pelicula dieléctrica es:

DAr DA
Ay~—r=7"p

en donde D es la distancia desde el aparato hasta la pantalla y d corresponde a la distancia
entre las aberturas. Al insertar la pelicula, la diferencia de fase debido al recorrido adicional de
uno de los rayos emergentes de una de las aberturas se aproxima a:

l~(n-1),

con t como el espesor de la pelicula. Esta diferencia de recorrido debe ser igual al
desplazamiento de la franja brillante central: 7A. Por consiguiente:

71
t= —1 = 6637 nm.

El calculo del espesor, en la aproximacion de pantalla lejana, no involucra los parametros D y d.
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4.126 Interferometro de Michelson I Un
instrumento de gran utilidad que involucra el
fenomeno de interferencia de ondas es el
interferémetro de Michelson. Luz Ml—T— I
monocromatica proveniente de una fuente ‘
puntual alcanza un espejo semi-plateado MS. " /MS |

Este espejo divisor tiene una pelicula delgada de
plata que refleja Unicamente la mitad de los
rayos incidentes, de tal forma que una mitad de

los rayos viajan hasta un espejo fijo M2, el cual (pantalla)

los refleja de nuevo. La otra mitad de los rayos

alcanzan un espejo movil acoplado a un sistema

de tornillo fino, en donde también se reflejan de nuevo. En el retorno, parte del rayo 1 pasa a
través de MS y alcanza el ojo (o la pantalla), y parte del rayo 2 también alcanza el espejo MS y
por consiguiente el ojo (o la pantalla). Si los dos caminos son idénticos, los dos rayos
coherentes interfieren constructivamente observandose franjas brillantes. Si el espejo
escualizable se mueve una distancia de A/4, el rayo 1 viajard una distancia adicional igual a
A/2. En este caso, los dos rayos interferiran destructivamente y franjas oscuras seran
observadas. Si el espejo es nuevamente desplazado, apareceran franjas brillantes (cuando la
diferencia de camino sea

igual a A), y luego franjas oscuras, y asi sucesivamente. Mediciones muy precisas hasta del
orden de 0.1 pm pueden lograrse con este dispositivo en el limite del rango visible. Cual es la
longitud de onda de la luz incidente en un interferémetro de Michelson si 644 franjas brillantes
son contadas cuando el espejo movil se mueve 0.225 mm?

R. Si el desplazamiento del espejo mdvil es de un cuarto de longitud de onda (1/4), éste
producira una clara diferencia entre franjas brillantes y oscuras consecutivas en la pantalla.
Existiran en total 644 X 2 = 1288 franjas alternadas o consecutivas en un desplazamiento de
0.225 mm. Por lo tanto:

A
0.225x 1073 = 1288 (Z)‘ A =699 nm.

La distancia entre una franja brillante y una oscura consecutiva es 174.75 nm 6 ~0.175 pm.

4.127 Interferometro de Michelson II.
Uno de los haces de un interferémetro
pasa a través de un pequefio contenedor

de vidrio de 1.30 cm de longitud. Cuando M1 I

el contenedor es llenado lentamente con ME cosa

un gas, un total de 236 franjas oscuras son S : :II
contadas para ser movidas desde la linea - - M2

de referencia. La longitud de onda de la luz L30tm

utilizada es de 610 nm. Calcular el indice
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de refraccion del gas, asumiendo que el interferémetro esta en el vacio.

R. En este caso el desplazamiento del recorrido 6ptico es modificado por el gas contenido en el
recipiente. En una sola trayectoria, el camino dptico varia como (i.e. el camino adicional que
recorreria el haz de luz antes de reflejarse en M2):

£ = (n—1)AX;

siendo AX = 1.30 cm la longitud del contenedor, y n el indice de refracciéon del gas. Cuando
aparece un patron de interferencia de 236 franjas oscuras, debe cumplirse para el ajuste del
espejo movil M1, o en forma equivalente, para la diferencia de recorrido por haz:

A
£=d=236X% (E) = 719.8 mm.

Despejando para el indice de refraccion: n = 1.00554.

4.128 Una lente plano-convexa de indice de refraccién n = 1.5 y radio de curvatura de 12 cm
se ilustra en la figura. Considere un rayo incidente paralelo al eje principal y a una altura h
como se ilustra. Determine la distancia d desde la cara plana de la lente, en donde este rayo
cruza el eje principal si(a) h =1 cm, (b) h = 6 cm. (c) Que tan alejados entre si estan estos
puntos focales?.

R. Utilizando la ley de Snell y criterios de geometria elemental, tendremos los siguientes
resultados:
. 9 — . — h
sinf = nsing = R’
A = Rcos 6 tan(6 — ¢).

Sobre la cara plana de la lente,

h—A
dz+ (h— D)%
Despejando la distancia al foco F, finalmente se obtiene:

nsin(f — ¢) =
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1
d:(h‘A)Jm‘l-

(@) Conh=1cm,d=15955cm. (b) h=6cm, d 4
= 14.275 cm. (c) 6F = 1.68 cm. En el caso en el E———

15| ~———_
cual el rayo incidente se propague a lo largo del s
eje optico de la lente (i.e. h ~ 0), la distancia 1 ™~
10 ™
focal desde la superficie plana se obtiene desde [ N
la expansion en series de potencia de la funcién qﬁ \
d: | \
R | |
d~——=16cm. | 2 4 6 8 10 12'”“"’
nn—1)

La dependencia de la distancia focal con la altura h del rayo con respecto al eje de lente es
ilustrada en la figura adjunta. Se presenta aberracién esférica cuando los rayos provenientes de
un objeto no convergen un solo punto focal, cuya referencia se toma con respecto al rayo que
pasa por el centro de la lente.

4.129 Considere una variante del ejercicio 4.128, para el caso en el cual la luz incide
paraxialmente sobre la superficie plana de la lente plano-convexa. Hallar la distancia focal d y
aproximar la expresién resultante para el caso en que h ~ 0.

R. Utilizando la ley de Snell y criterios de geometria elemental, tendremos los siguientes
resultados:

h
sinf = R’ singp =nsinb.
La distancia focal se determina desde la expresion:

d =tan(¢—_9)—R(1—COSQ).
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Cuando el haz de luz incide a lo largo del eje 6ptico, (h~0), (cfr. ejercicio 4.95)

4.130 Una vela encendida es situada a 33
cm en frente de una lente convergente de
f1 = 15 cm de distancia focal, la cual esta fi =15cm f2 =12 cm
ubicada a 55 cm de otra lente convergente '
de distancia focal f, = 12 cm. Calcular la ‘
posicion y el tamafio relativo de la imagen

| 33cem 55¢m

resultante.

R. La imagen producida por la primera
lente estara localizada a 27.5 cm a la
derecha de la misma. Esta imagen es a su
vez el objeto de la segunda lente localizado a una distancia igual a (55-27.5) cm =27.5 cm y
producira otra imagen de la vela localizada a 21.3 cm a la derecha de la segunda lente.
Finalmente, la imagen resultante estara a una distancia de 109. 3 cm desde la vela. El aumento
de la primera lente se calcula como:

_275cm 0.833
™ 33em ~ Y
mientras que la para el segundo lente:
_213cm 0.775
27 275ecm T

La magnificacion total es el producto de los dos aumentos:
MT = M1M2 = +065
y la imagen resultante es disminuida y no invertida.

4.131 En un experimento de Young de dos ranuras, una pieza de vidrio, con indice de
refraccion n y espesor L, estd colocada enfrente de la ranura superior. (a) Deduzca una
expresion para la intensidad promedio de la luz (I) en puntos sobre una pantalla como funcién
de n, Ly 6. En este caso, € es el angulo usual medido desde el centro de las dos ranuras. (b)
Deducir una expresion para los valores de 8 que determinan la posicién de los maximos de la
configuracién de interferencia. (Cfr. Ej. 4.125)

R. (a) La diferencia de recorrido 6ptico entre dos haces de luz que emergen desde las ranuras

es:
Ar' =Ar+ (n—-1)L,
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en donde Ar es la diferencia de recorrido SIN el obsticulo de vidrio. La diferencia de fase se
calcula como:

6 =kAr' = kAr + k(n — 1)L,
6 =kdsinf + k(n—-1)L,

en donde d es la distancia entre rendijas. La intensidad en un punto de la pantalla se define

8 L ‘o . : . _
como: {I) = I, cos? (E) . (b) La posicién de los maximos de interferencia estan definidos por:

d=2mn, m=0,1,2,...

ml—(n—-1)L

sinf,, = 7

4.132 Demuestre que para un patrén de Fraunhofer de doble rendija, si a=mb, (m entero) el
numero de franjas brillantes (o parte de ellas) dentro del maximo central de difraccion es igual
a2m. (Cfr.Ej. 4.77.)

R. La expresidon para la funcién de distribucion de la intensidad producido por un sistema de N
rendijas idénticas, largas, angostas (de ancho b), paralelas y separadas entre sus centros una
distancia a, se puede escribir como (Optica, E. Hecht, A. Zajac, Cap. 10. Ec. 10.31):

. 2 . 2
10) = Iy (smﬁ) <sm(Na)> ;

B sina

en donde f = mbsinf /1 y a = masinf /A. Segun la condicién @ = mf, (con los minimos de
difraccidn de primer orden localizados en § = +m), los maximos principales ocurren cuando:

sin(Na)
—— =N,
sin a
es decir, cuando a« = 0,+m,+2m,...= +m'nw. El orden de los mdaximos de interferencia

corresponden al factor m (sin considerarm’ = 0). A cada lado del maximo de difraccién
tendremos por consiguiente m franjas de interferencia constructiva, contabilizando en total
2m franjas brillantes en el intervalo § = +m.
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1(B)/41y
1.4

(3
¥
§

1(B)/41y 1(B)/41q
1.0 1.0

== f(m=1)

S—— ~ :2
e ST Y 1 2 3 23 -2 -1 12 3 fm=2

23 -2 -1 1 2 3 Pm=5

Patrén de intensidad de un sistema de doble rendija con diferentes relaciones m=a/b. Se observa la aparicidn franjas
brillantes (o mdximos de intensidad) dentro del mdximo central de difraccion en una proporcion igual a 2m, sin
considerar el mdximo central.

4.133 Un haz de luz monocromatica con A=532.8 nm incide de manera normal en una red de
difraccién con a = 2.16 um. a) Cuales son las posiciones angulares de los maximos de
interferencia de primer y segundo orden?. b) Si con este haz se iluminan 758 rendijas de la red,
cudl es el semi-ancho angular de cada uno de estos maximos?.

R. a) Utilizando la ecuacion de la red,
. A . 21
0, = sin~! (—) = 14.28° 6, =sin?! (—) = 29.56°.
a a
b) Semi-ancho angular:

(26)1 = =3.36x10"*DEG(m = 1), 3.74 x 10~* DEG(m = 2).
2

Na cos 6,
4.134 Supongamos que estamos en posesion de dos redes de difraccion A y B. El
espaciamiento entre las rendijas de la red A es 1.86 um, pero no se conoce el espaciamiento
entre las rendijas de la red B. Una fuente monocromatica produce una linea de primer orden a
6= 19.4° cuando la luz incide normalmente 4, y la misma fuente produce una linea de primer
orden a 22.1° al incidir esta misma luz en B. Cudl es el espaciamiento de las rendijas para la red
B?.

R. Para un maximo de primer orden en la red 4, debe cumplirse: d4 sin 8, = A. Para la red B:
dg sin 8 = A. Dividiendo estas dos expresiones:

4.135 Una placa de vidrio de l = 3 mm de espesor y con un indice de refraccion n = 1.5, esta
colocada entre una fuente puntual de luz de 450 nm de longitud de onda en el vacio y una
pantalla. La distancia entre la fuente y la pantalla es D = 3 cm. Calcular el nimero de longitudes
de onda entre la fuente y la pantalla.

R. El numero de longitudes de onda en una placa de vidrio de espesor l es: N, = Z—l, en donde
0

Ao/m es lalongitud de onda en el vidrio. La luz se propagara una distancia D — [ en el vacio, y el
numero de longitudes de onda en esta region es:
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El nimero total de longitudes de onda contenidas entre la fuente y la pantalla finalmente se
obtiene sumando estas dos ultimas expresiones:

D+ (n-1)l

=70 x 10°.
Ao

N
4.136 Un rayo de luz se propaga en un bloque de vidrio (n = 1.6) incide sobre la superficie
superior con un angulo de 51° con respecto a la normal. Si se coloca una capa de aceite sobre la
superficie superior de vidrio, el rayo se reflejard totalmente. Cual es el maximo indice de
refraccidn del aceite?.

R. En el caso de la configuraciéon vidrio-aceite, el angulo critico corresponde al angulo de
incidencia: 51°. El indice de refraccion de la pelicula de aceite se obtiene desde:

n,sinf = n, = 1.24.

4.137 Un espejo convexo y uno concavo estan colocados sobre el mismo eje 6ptico, separados
una distancia L = 0.600 m. El radio de curvatura de cada espejo tiene una magnitud R = 0.360
m. Una fuente de luz S esta colocada a una distancia X del espejo concavo, como se ilustra en la
figura. (a) Qué distancia X tendra como resultado que los rayos provenientes de la fuente
regresen a ésta después de reflejarse primero en el espejo convexo y luego en el concavo?. (b)
Repetir el apartado (a), considerando ahora que los rayos se reflejan primero en el espejo
concavo y luego en el espejo convexo.

R. La construccién geométrica de los rayos en el caso (a) se ilustra en la figura adjunta.

284



Notas de Clase: Fisica de Oscilaciones, Ondas y Optica (Version 03) | 2015

(a) La imagen formada por el espejo convexo de un objeto localizado a una distancia L — X se
obtiene desde la ecuacidn:
1 1 2

I-X'5 R

es decir:

. ___RC-X
=" 2(L-X)+R

hacia la izquierda del vértice del espejo convexo sobre el eje dptico. Esta imagen a su vez actia
como objeto del espejo concavo localizado a una distancia L + S; y el cual formaria una imagen
exactamente en el punto donde se ubica la fuente:

1 1

2
+— =4
L+|S] X 'R

Resolviendo para X:

X=%@+R1JQ—RXL+M)

Las soluciones matematicas corresponden a X = 0.24 m (signo negativo) y X = 0.72 m (signo
positivo). Este ultimo resultado es omitido dado que la fuente no se localizaria entre los
espejos. (b) Trazamos los rayos del caso (a) en sentido opuesto. En un procedimiento similar,
se obtiene nuevamente X = 0.24 m.

4.138 Demostrar que los espectros de primer y segundo orden producidos por una rejilla de
difraccidén cuando sobre ésta incide luz blanca, siempre se superponen. Cuales longitudes de
onda se superponen, exactamente?.

285



Notas de Clase: Fisica de Oscilaciones, Ondas y Optica (Version 03) | 2015

R. La luz blanca contiene un rango definido de longitudes de onda entre 390 nm y 700 nm en el
visible. Si el pardmetro de red de la rejilla es d, entonces para cierta longitud de onda,
tendremos que los espectros de segundo y tercer orden se superponen si:

dsinf = 2),2 = 3).3;
es decir, si las relaciones entre las longitudes de onda obedece:

As 2

A 3
Japrm
480
460}
440
420
400

380

360

L ' A>(nm)
600 620 640 660 680 700
La region sombreada en la grafica superior indica los intervalos de longitudes de onda que
pueden superponerse para la luz blanca en el rango visible. Maximos de segundo orden desde
585 nm a 700 nm se superponen a maximos de tercer orden desde 390 nm a 467 nm.

4.139 Demostrar que en cualquier sistema centrado, las distancias focales f y f’ se relacionan
mediante la ecuacién

en donde n es el indice de refraccion del espacio objeto, y n’, el del espacio imagen.

R. Un sistema 6ptico recibe el nombre de centrado si éste es formado por varias superficies
esféricas o planas, que separan medios de diferentes indices de refracciéon y cuyos centros
estan situados sobre el mismo eje, normal a todas ellas. Analizaremos el caso particular de una
lente esférica de radio R. Si un objeto se localiza en el foco del espacio con indice de n, su
imagen se formara en el infinito en el espacio con indice n’, y la ecuacion que relaciona estas
dos cantidades es (superficie concava segun la convencion de signos):

con R como el radio de curvatura del sistema centrado. Si la imagen se forma en el segundo
medio con indice n', los rayos del objeto provienen del infinito, de forma tal que (superficie
convexa):
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Igualando estas dos expresiones, obtenemos:

n' n

ff

4.140 Dos espejos planos son instalados formando un angulo de 60° (@ = t/3). Si un objeto
(puntual) se coloca entre los espejos, calcular el nimero de imagenes formadas por este
sistema.

R. La posiciéon de un objeto puntual puede determinarse mediante el angulo o que el radio
vector CO forma con la superficie del espejo horizontal. Las posiciones de las imagenes estan
dadas por la serie:

20—a; 20+ a; dp—a; 4o+t a; 60 —a; 6+ ..

el cual se define en el caso particular como:

21T 2n+ 41 4n+ 5 é—i—
3 a,3 a,3 a,3 a;, 2m—a; 2w+ «a.

Las reflexiones del objeto y las imdgenes especulares son ilustradas en la figura adjunta. Todas
las imagenes se circunscriben en un circulo con radio CO, siendo C el vértice de unioén de los
dos espejos. La serie se interrumpe cuando la posicion de la imagen coincida con el objeto que
la produce. En general, si el angulo entre los espejos es ¢ = 2m/m, con m impar, el niimero de
imagenes es igual am. Simes par, el nimero de imagenes sera igual am — 1. El método
expuesto funciona también cuando m no es entero.
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4.141 Calcular el porcentaje de flujo luminoso que se pierde en la reflexién en unos prismas
gemelos (doble Porro). El indice de refraccién de los prismas esn = 1.5, y el esquema se
representa en la figura.

R. Consideremos que la intensidad del haz de luz incidente es I,. El haz transmitido en la
primera superficie tiene una intensidad Tl,, en donde T es el coeficiente trasmisién en la
superficie de separacion del aire y el vidrio. El haz experimenta reflexion total interna dentro
del prisma, asi que en la superficie 2 el haz de luz emerge con una intensidad T?2I,. Al
completar el recorrido sobre el segundo gemelo, la intensidad con que el haz emerge sera:

IT = T410.
Utilizando la ecuacién de Fresnel, la intensidad de la luz reflejada es:
IR = 10(1 - T4)

El coeficiente de transmisién para incidencia normal entre dos medios, uno con indice 1 (aire)
y el otro con indice n es:

in

T =——=0.96.
(n+1)2

La intensidad de luz que se refleja es 0.151,.

4.142 Biprisma de Fresnel*. El prisma doble de Fresnel o biprisma consiste en dos prismas
unidos en las bases, como se ilustra en la figura. Un frente de onda alcanza ambos prismas, y la
parte superior del frente de onda se refracta hacia abajo, mientras que la parte inferior se
refracta hacia arriba. En la regidn de superposicién ocurre la interferencia. Hallar la distancia X
desde el centro del espectro de interferencia hasta la m-ésima franja brillante en el
experimento con un biprisma cuyo indice de refraccion es n, la longitud de onda incidente igual
a A,y el dangulo del dispositivo .
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IE;

R. En la aproximacion usual de prisma delgado, i.e. el dngulo a se considera pequefio, y la
relacion entre el angulo de incidencia y el de refraccién es (a > [/2):

i =nr.

519

gz |Q

5

iz

2 &

De la geometria ilustrada y aplicando la ley de Snell en el haz de salida:

nsin(a —r) =sinf, n(a—r)=a0.
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.Y . . .
tani =—; sini =nsinr; 1 =nr.
a

l
(7—}/) L—X; a> §;
a

tan(6 —a) ~ (a+9) ~ 2a

siendo ¢ el espesor del prisma (ilustrada en una representacién fuera de escala en la figura
anterior). De la Ultima expresién tendremos:
l

O—a=na—nr—a=——Ii.
2a

Finalmente:
l=2aa(n—1).

La distancia entre fuentes virtuales es proporcional al doble del &ngulo del biprisma de Fresnel],
a la distancia entre la fuente y el biprisma, y al indice de refracciéon del mismo, reducido en una
unidad. Ahora el problema puede reducirse al problema de dos fuentes puntuales cuyas ondas
generadas interfieren constructivamente en la pantalla localizada a una distancia a + b. La m-
ésima franja brillante, con respecto a la linea horizontal que conecta el eje 6ptico del prisma y
la fuente real, estara ubicada en:

(a+b) (a+b)
" 2aa(n — 1)

Xm =mi

4.143 De dos fuentes coherentes de luz S1 y S2 se obtiene un sistema de franjas de
interferencia sobre una pantalla AB alejada de las fuentes una distancia a = 2 m. Calcular la
variacién del ancho de las franjas de interferencia, si entre las fuentes y la pantalla se sitda una
convergente de distancia focal f= 25 cm. Considerar dos casos 1) la distancia de la lente a las
fuentes es 2f; 2) las fuentes S1 y S2 se hallan en el plano focal de la lente.

%) 1)
N~ N
0«0

AAX

b
Q

2f
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R. Las imagenes de las fuentes se formaran a una distancia 2f a la derecha de la lente con un
factor de magnificacién igual a la unidad. Las fuentes “virtuales” estaran separadas una
distancia a — 4f desde la pantalla. La distancia entre franjas de interferencia consecutivas en
este caso es:

_,a=4n

Ay P

Si la lente es removida, la distancia entre franjas de interferencia consecutivas es: Ay = Ag. El
ancho de las franjas disminuye en un factor

By _(@=4f)

= 0.50
Ay a

El tamafio de las franjas disminuye a la mitad.

4.144 Tres fuentes en fase estan situadas a lo largo de una recta como se muestra en la figura.
La distancia entre las fuentes 1 y 2 es A/2, y entre las fuentes 2 y 3, una vez y media mayor. Las
amplitudes de oscilacion 1 y 2 son iguales. Cual debe ser la amplitud del radiador 3 para que en
el diagrama direccional del sistema existan minimos de intensidad cero?. Hallar la direccién de
estos minimos.

»

2 WY 3¢/2
2 2
A
Y o @
A
3

R. Del enunciado se deduce Y = 31/4. La diferencia de fase entre las fuentes 1y 2 es:

_ZnA _2mA 0= msind = o
(plz— A le— A ZSln = Tt sin —§0,

y entre diferencia de fase entre las fuentes 2 y 3:

2n 2m 34 3 3
Qa3 = TAT”B = TZsmH = Ensm& = Efp.

Utilizando el teorema del coseno en el diagrama fasorial adjunto:

A = \/AZ + A% — 2A% cos(m — @) = 2A cos (%)
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Ahora calcularemos el valor de la diferencia de fase utilizando la representacién compleja:

Ae 1 + Ae™#2 + AT = 0,

AI
1+ e 12 + (Z) e 13 = 0,

en donde ¢,; = 5¢/2. Simplificando:
. 0] .
—ip ) ,-5ip/2 —
1+e +2cos(2)e 0.

[gualando las partes imaginarias, obtenemos:

(P (59

sin (5) + sin (7> =0,

cuya solucién apropiada es

_TL'
<p_2'

La amplitud de oscilacién de la tercera fuente es por consiguiente A’ = V24 y el angulo polar

en donde se localizaria un minimo de intensidad igual a cero es 30°.

4.145 Una burbuja de jabén aparece de color verde claro por efecto de la luz reflejada. Los
haces de luz entran en el ojo bajo un angulo de 8 = 30° (con respecto a la normal). Calcular el
espesor de la burbuja. ;Qué color se reflejara en la burbuja si se observa bajo un angulo de 0°?
El indice de refraccién de la burbuja es de n = 1,33 y la longitud de onda de la luz verde es de

5000 A.

D

R. La diferencia de recorrido A entre los haces reflejados AB y AD + DC es:
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A = 2d+/(n? —sin2 @),
el cual aparece de obtener la diferencia entre las distancias

- 2nd
AD + DC =

cosf
AB = 2d tan 8 siné.

La relacion entre los angulos 6 y 8 se obtiene desde la ley de Snell: sin 8 = n sin . El cambio de
fase asociado al paso del haz de luz desde al aire a la burbuja y de nuevo al aire es w. Segin la
tabla 4.2, se presentara interferencia constructiva cuando la diferencia de recorrido toma
valores A/2; 3A/2; 5A4/2...E]1 minimo espesor de la burbuja que presenta interferencia
constructiva es por consiguiente:

A
4,/(n?% —sin20) .

Numéricamente: d = 1014 A. Si la incidencia normal: A = 4nd = 5395 A. (Verde-Amarillo).

d =

4.146 Obtener una expresion para la distancia focal maxima del biprisma de Fresnel, ejercicio
(4.142).

k4

R. La distancia focal maxima se obtiene cuando rayos paraxiales inciden sobre el borde del
dispositivo. De la geometria:
f = h(ctanf — tan a).

En términos del indice de refracciéon n y con referencia a la construcciéon geométrica del
ejercicio 4.142, obtenemos una relacion entre los dngulos del biprisma a y el angulo .

ncosa = cos(a — ).
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4.147 Rejilla de Difracciéon. Una linea de primer orden de luz de 589 nm que incide sobre una
rejilla de difraccion se observa a un dngulo de 15.5°. Cudl es la distancia entre aberturas de la
rejilla?. Cudl es el angulo de la linea de tercer orden?.

R. La distancia entre aberturas consecutivas d puede calcularse desde la ecuacidn:

A
d=— = 2204 nm.
sin @
Paralalinea de tercer orden:

31
6; = sin™! (7> = 53.3°.

4.148 Unrayo laser de He-Ne de luz roja (A = 630 nm) pasa a través de una aberturade 1 cmy
apunta hacia la Luna, es cual esta alejada aproximadamente a 380,000 km de la Tierra. Estimar
el ancho del haz de luz cuando éste alcanza la Luna.

R. En este caso es suficiente con calcular el ancho de difraccién de Franhoufer (2Ay) del haz de
luz cuando éste alcanza la Luna:

2DA

4.149 Cual es el mayor orden espectral que puede observarse si una rejilla de difracciéon con
6000 lineas por centimetro es iluminada con luz laser de 633 nm? Asumir incidencia normal.

R. El mayor orden espectral corresponde a la condicién: sinf8~1,en donde 6 es el angulo
asociado a la linea de interferencia constructiva de orden m. En este caso:

mA 4 42 d=— =166
a o MTyTE “ T 000 T OOH

4.150 Sobre una rendija de ancho b se ha

colocado un prisma de vidrio de indice de

refraccién n y angulo o. Sobre la cara AB del

prisma incide normalmente una onda plana

monocromatica. Hallar las direcciones de los :
maximos y minimos en el espectro de X
difraccién de Franhoufer. A 7 \5.\

0

R. Cfr. Ej. (4.70) La diferencia de recorrido y
optico en el interior del prisma es: N h\
y =nbsina. Dos rayos que emergen del P\{"

. 2 . . . [
prisma tendran una diferencia de recorrido
igual ay’ = bsin6. La diferencia neta de
recorrido cuando el haz ingresa perpendicular a la cara AB y emerge desde la abertura de
ancho bes: Ay =y’ —y = b(sin § — nsin ). Se presentaran minimos de difraccién cuando

b(sin@ —nsina) =miA; m=+1,%2,..

y el maximo de difraccion de orden cero esta localizado en: sinf = nsina.
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4.151 La figura ilustra la diferencia entre el perfil del indice de refracciéon de una denominada
fibra de indice de paso contra el perfil del indice de refracciéon de una denominada fibra de
indice graduado. Realizar un andlisis acerca de la trayectoria seguida por un haz de luz que
ingresa a la fibra.

nfr) R. El indice de refraccién cambia con la
distancia desde el centro de la fibra de radio
a. En el centro toma su maximo valor n,
mientras que en la superficie toma el valor
del revestimiento n,. Matematicamente:

n(r) =n, + (n, —n;) (1 - (£>2)1/2

-2 -1 1 2

Cuando el haz de luz entra a la fibra en direccién paralela al eje de la misma, y si el indice de
refraccién es inhomogéneo, éste se desviara con respecto a la direccion original segin la
ecuacion: n(r) sinf = C, en donde 6 es el angulo del haz con respecto al eje normal a la
direccion de propagacion (el cual podemos denotar como z). La desviacion lateral esta definida
por:

La fibra 6ptica maximiza su eficiencia cuando la luz que se propaga dentro de la fibra
experimenta reflexion total interna en la superficie fibra-revestimiento. En ese caso,C =n, y
el angulo con respecto al eje de propagacion del haz esta definido por:

¢ =g—tan‘1 (Z)

¢
Integrando sobre la variable r, se obtiene el
80¢ angulo de desviacidn ¢ con respecto al eje z.
Este angulo tiende a 90 grados cuando la
60y relacion entre el indice de refraccion de la
fibra y el revestimiento aumenta en una
4 fibra de radio a.
O
My

2 4 6 8 10 12 14 7»
4.152 La forma de un espejo eliptico se describe mediante la curva
X2 y?

2 =t
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Con el semieje mayor a y el semieje menor b. Los focos de esta elipse estan ubicados en los
puntos (+c, 0), con ¢ = (a? — b?)Y/2. Demostrar que cualquier rayo de luz en el plano XY, que
pasa por un foco, se refleja por el otro.

R. En este caso es suficiente con demostrar
que si el angulo de incidencia con respecto
a una linea tangente en P (contenido en la
orbita eliptica) de un rayo que emerge
desde el foco F1, y el 4angulo del rayo
reflejado en el mismo punto con respecto a
la linea tangente en P, son iguales, el rayo
F2 -0 F1 reflejado pasara por el segundo foco F2.

—_—

El vector OP es parametrizado a través del angulo ¢ por OP =7 = (acos¢,bsin¢). El
vector F1P = R se obtiene por:

R =7 - cUy = (acos¢ — ¢, bsin ¢),

mientras que el vector PFZ = R' =7 + cUy = (acos + ¢, bsin ¢). El vector asociado a la
linea tangente en P se calcula derivando el vector 7:

¥ = (—asing, b cos ¢).

Obsérvese que ¥ es perpendicular a7 tinicamente para ciertos valores de ¢. Si el dngulo de

incidencia es igual al angulo de reflexion, entonces la propiedad del producto escalar conduce
—

a: (v =1[v])

<U

Ro R

Rv Rv’

cosa =

De ésta ultima expresion:
[R'(R-9)] —[R(R'"-D)] =0.
En desarrollando el 4lgebra en la tltima ecuacidn, se obtiene:
4ab?c(c? + b?> —a?)cos¢sin?¢p =0, 6 c? = a® — b?,
el cual corresponde en efecto a la ecuacion del foco de la elipse.

4.153 Un haz de luz incide paralelamente al eje vertical y se refleja en un espejo que forma un
angulo @ con respecto a la horizontal y luego se refleja en otro espejo antes de salir al exterior
(ver figura). Calcular la longitud minima a que debe tener el espejo si la distancia mas corta
entre ellos es b.
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R. La reflexion inica en ambos espejos es posible
si el angulo de salida del haz es menor o igual a a.
De la geometria simple:

(14 b
———————————————————————— tana = —;
a
b por consiguiente la longitud minima del espejo

horizontal se puede estimar como:

a = bcota.

Es facil ver que b = a si a = 45°.

4.154 Los radios de curvatura de una lente delgada doblemente convexa (indice de refraccion
n tienen una relacién de k:1 (k > 1). Escribir una expresion para R, el menor de los radios, en
términos de la distancia focal f.

R. Utilizamos la ecuacion de los lentes convexos:

%: (m=1) <Rll‘ —|;2|)'

Si R; = R es el menor de los radios, entonces R, = kR y la ecuacién para el foco se reduce a:

t=m-1)
f—n

4.155 Un rayo de luz de una longitud de onda particular incide
en un prisma triangular equilatero con indice de refraccion
1.42. El rayo es paralelo a la base del prisma cuando se
aproxima a éste. el rayo entra al prisma en el punto medio de
uno de sus lados, como se muestra en la figura. Cual es la
direccion del rayo cuando sale del prisma triangular?.

1 1\ (-Dk+1)  @-Dk+1)
(§+ﬁ)——kR » R=———F1

R. El angulo en los vértices de un tridngulo equilatero es 60°. El angulo de incidencia con
respecto a la normal de la superficie del tridngulo es 30°. Cuando el rayo entra al prisma, se
refracta a un angulo de 20.62° (ley de Snell). El angulo de incidencia con respecto a la
horizontal sobre la segunda superficie del prisma es 9.38° y 39.38° con respecto a la normal.
Aplicando nuevamente la ley de Snell, obtenemos el angulo de salida con respecto a la
horizontal: 34.28° (Ver figura, (no a escala)).
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4.156* Obtener el espesor minimo de una de una pelicula delgada de jabén con indice de
refraccién 1.35 inmersa en aire, que refleja predominantemente luz roja con 682 nm de
longitud de onda.

R. El coeficiente de reflexién generalizado asociado a una onda incidente en forma normal
desde un medio con indice refraccién n, hacia una pelicula delgada con indice n, y de espesor
d es:

—2ikd
p1t+pae ™ ng —Mny

e e , = = —pD,;
1+ pypye P ny +n; P2

en donde k es el vector de onda en la pelicula: k = 2rmfn, /c. Esta formula es obtenida desde las
condiciones de frontera de los campos electromagnéticos aplicadas sobre cada superficie. Los
maximos de reflexion ocurren cuando el factor § = kd = n/2,3%n/2,5n/2, mientras que los
minimos de reflectividad suceden end = kd = m, 2m, 3w, en ambos casos conn, > n;. El
espesor minimo de la pelicula para el cual aparece el efecto de fuerte reflejo (o interferencia
constructiva en la reflexién) es:

J _c o
T Afn,  4n,

0.5
0.4
0.3

i - n2: 135
02 - ny: 20
0 1t — n,: 25

0'OO 2 4 6 8 10 12

Los maximos y minimos de reflectividad R = |#|? estan localizados para los
mismos valores de la diferenciady no dependen den,. El calculo esta
realizado paran, = 1. Para el caso particular, d;;;;, = 126.3 nm.
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4.157 Lentes de alta calidad estan recubiertos para evitar reflexiones. Una capa de Fluoruro de
Magnesio (MgF:z) con indice de refraccion n. = 1.38 se aplica sobre una lente de vidrio con
indice n,, = 1.51. Cuadl es el espesor minimo de esta capa que produce interferencia destructiva
para luz con una longitud de onda en aire de 550 nm?.

MgF> R. La férmula del problema 4.156 debe
modificarse para un sistema de tres (3)
AIRE LENTE medios:
—
P _naire_nc_ p _Ne— Ny
1= 7 P2= :
Ngire + Nc ne+n,

Kl

Los minimos de reflexiéon aparecen

en este caso en: R
5 T 3 0.040 ¢
- EJ?J Yy

0.035 ¢

El espesor minimo es por lo tanto
2 0.030 ¢

c aire
doin = —— = = 99.64 nm.

min = gfn, ~ an, 0025

Especial cuidado debe prestarse en 0.020 !
los casos de dos (2) y tres (3)
medios. Obsérvese la diferencia en () (15 |
las escalas y en la posicion relativa ‘ ‘ ‘ ‘ — 0
- . 0 2 4 6 8 10

de los méaximos y minimos de

reflectividad en los casos de una pelicula simple y una pelicula sobre un sustrato semi-infinito
de vidrio. Otros espesores que producen efectos similares son: 298.9 nm, 498.2 nm, 697.5 nm...

4.158 El Telescopio espacial Hubble es capaz de resolver imagenes épticas a una resolucion
angular de 2.8 X 107 7rad con su espejo de 2.40 m. Qué tan grande tendria que ser un
radiotelescopio para obtener la imagen de un objeto en el espectro de radio con la misma
resolucion, suponiendo que la longitud de onda es de 10 cm?.

R. Con la misma resolucién del Hubble, aplicamos el criterio de Rayleigh para estimar el
didmetro del hipotético instrumento:

d=1.22 A 4.36 x 10°
= 1. AQ . m.

(Aproximadamente de 436 km!).
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4.159 En un experimento de doble rendija, luz laser He-Ne de 633 nm produce un patréon de
interferencia en una pantalla colocada a cierta distancia de las rendijas. Cuando una de las
rendijas se cubre con un portaobjetos de vidrio de 12 micras de espesor, la franja central se
desplazé al punto ocupado antes por la franja oscura nimero 10. Cudl es el indice de refraccién
del vidrio?.

Pantalla Pantalla
m=0
S1 Franja Central S1 I
S2 m=0
m=10
S2

Sin el portaobjetos.

Con el portaobjetos.

R. (Ver Ejercicio 4.125). La separacion entre la franja central y la décima franja oscura en la
situacién inicial en donde no se involucra el vidrio es:

__DAr 19DA
Y= T 2a
en donde D es la distancia a la pantalla y d corresponde a la distancia entre las rendijas. Al

cubrir una de las aberturas con vidrio, la diferencia de fase debido al recorrido adicional de
uno de los rayos emergentes se aproxima a:

I~ (-1,

con t como el espesor de la pelicula. Esta diferencia de recorrido debe ser igual al
desplazamiento de la franja brillante central: 194/2 . Por consiguiente:

191
n=1+——=1501
2t

El calculo del indice de refraccion, en la aproximacién de pantalla lejana, no involucra los
parametros Dy d.

4.160 Una rejilla de difraccion contiene 4000 ranuras/cm y tiene luz blanca (400 - 700 nm)
que incide sobre ella. Qué longitud(es) de onda sera(n) visible(s) a 45°?

R. La posicion de los maximos de difraccion estan condicionados por la expresion:

dsin@,, = m4,
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En donde d es la distancia entre ranuras adyacentes: 1/4000 cm = 2.5 pm. Si el dngulo de
difraccion es 45°, entonces debe cumplirse:

1767 = mAa

con A en nm. Los 6rdenes de los maximos posibles entre 400 y 700 nm en el visible estan entre
3y 4 los cuales corresponderian a longitudes de onda de 587 nm (amarillo) y 441.75 nm (azul).
El tipo de color resultante puede consultarse en:

http://www.efg2.com/Lab/ScienceAndEngineering/Spectra.htm

4.161 Luz laser de Argén choca con una rejilla de difracciéon que tiene 7020 ranuras por
centimetro. Los maximos principal central y de primer orden estan separados 0.332 m sobre
una pared a 1 m de la rejilla. Determinar la longitud de onda de la luz laser.

R. El 4ngulo aproximado sobre el cual se encuentra el maximo de primer orden en la pantalla,
medido con respecto a la horizontal perpendicular al plano de la pantalla es:

40332y .
0, = tan — )= 18.36°.

Interferencia constructiva de primer orden esta definida por:
dsinf; = 1 = 448.8 nm,
en donde d es la distancia entre las rendijas: 1/7020 cm.

4.162 Un disco Blu-ray usa un laser azul con una longitud de onda de espacio libre de 405 nm.
Si el disco estd protegido con policarbonato con indice de refraccién de 1.58, determine el
espesor minimo del disco que produce interferencia destructiva. Comparar este valor con el de
los CD iluminados con luz infrarroja.

R. El espesor minimo de una pelicula delgada que producirad interferencia destructiva de
primer orden es:

tmin = — = 64.08 nm.

min 4n
Este es tamafio tipico de la “profundidad” de un pozo en una pista del disco, el cual, al ser
codificado 6pticamente, representaria un bit de informacién colectado en una configuracién de
fotodiodos los cuales a su vez lo transformaran el estado de interferencia en una seial
eléctrica.

Para el caso de un CD iluminado con luz infrarroja de 700 nm, y con el mismo indice de
refraccion t,,;;, = 110.8 nm, casi el doble de tamafio comparado con el sistema Blu-ray. Esto
permite a la tecnologia del laser que emite en el azul la posibilidad de procesar mayor densidad
de informacion en un tamafio similar.
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4.163 Una rejilla de difraccion de 5 cm de ancho con 200 ranuras se utiliza para resolver dos
lineas estrechamente espaciadas (doblete) en un espectro. El doblete consta de dos longitudes
de onda: A, = 629.8 nm y A4;, = 630.2 nm. La luz ilumina toda la rejilla en incidencia normal.
Calcular los angulos con respecto a la normal en los que los haces difractados de primer orden
014y 61p son reflejados desde la rejilla. Qué orden de difraccion se requiere para resolver estas
dos lineas con esta rejilla?

R. Si el nimero de ranuras es N = 200, el orden de la resolucién minimo requerido se estima
desde:

4 630
M= ATxN _ 04 x200

~7.8(7)

Los angulos de difraccion de primer orden se estiman desde la expresion:

a

2 y)
0,, = sin™? (3) =0.14434% 6, =sin? (Fb> = 0.144431°.

4.164 La intensidad de la luz difractada por una rendija de ancho a en la aproximacion de
pantalla lejana tiene la forma:

sin u)z
)

I(w) =1 (
(W) o\,
en donde u = may/AD, y como la distancia vertical desde el centro de la pantallay D

corresponde a la distancia desde la rendija. Calcular el valor de la integral de la intensidad
cumulativa

| Zz(wdy,

el cual corresponde a la potencia promedio total por unidad de longitud de la luz difractada
sobre la pantalla.

R. Considerando el resultado de la integral

f I(w)du = ml,,

obtenemos:

*© DA
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BANCO DE PREGUNTAS DE SELECCION
MULTIPLE

. Un movimiento armoénico simple (M.A.S.) se caracteriza porque:

A) Suenergia es proporcional al cuadrado de la amplitud de movimiento.
B) Suamplitud decae exponencialmente en el tiempo.

C) El periodo de movimiento no es constante.

D) Lavelocidad y posicion del cuerpo oscilan en fase.

. Sila constante de amortiguamiento en un sistema amortiguado es y = In 2, y el periodo
de oscilacion es T = 1 s, la amplitud de oscilacion después dos (2) segundos disminuye
en un:

A) 75 %
B) 50 %
C) 66.6%
D) 25%

. Si la fuerza externa sobre un oscilador forzado con amortiguamiento es de la forma
Fycos(wt), entonces su diferencia de fase con la posicion instantanea del cuerpo
x (t) en resonancia es:

A) 0
B) w/2
0=
D) n/4

. Si el periodo de un sistema masa-resorte reduce su valor a la mitad de su valor inicial,
entonces su masa M:

A) Aument6 en el doble.

B) Aumento cuatro veces.

C) Disminuy0 a la mitad.

D) Disminuy6 en una cuarta parte.

. En un sistema masa resorte, si la constante elastica de un resorte aumenta su valor al
doble, conservando su masa, el periodo del sistema aumenta en:

A) 25%

B) 41.42%

C) 50%

D) Ninguna de las anteriores.
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6. Sila constante y de amortiguamiento en un sistema es w,/4, el factor de calidad Q toma
el valor de:
A) 4
B) 0.5
C) 2
D) 0.25

7. Laecuacion y(x,t) = Asin(wt — kx + ¢) representa:

A) Una funcién de onda independiente del tiempo.
B) Una onda que avanza en sentido positivo de x.

C) Una onda cuya elongacién inicial (t = 0), esy = A.
D) Una onda que avanza en sentido negativo de x.

8. Un vibrador produce una onda en la superficie del agua cada 0.5 s. Estas ondas tienen
una longitud de onda de 3 cm y su velocidad en cm/s es:

A) 15
B) 3.0
C) 45
D) 6.0

9. Dos ondas que poseen igual amplitud y frecuencia dan origen a una onda estacionaria,
si éstas interfieren:

A) Perpendicularmente

B) Con igual velocidad pero de sentido opuesto.
C) Con diferente longitud de onda

D) Con diferente frecuencia angular.

10.Indicar la afirmacién INCORRECTA:

A) Las ondas sonoras en gases son de caracter longitudinal.

B) La intensidad promedio transmitida por una onda sonora es proporcional al
cuadrado del cambio de presion Ap.

C) El movimiento de una particula en una onda mecdanica transversal es paralelo a la
direccion de propagacion de la onda.

D) Las ondas mecanicas transportan momentum y energia sin transporte de masa.

11. Considere un experimento de difraccion de la luz de Franhoufer para una ranura
simple de ancho a. El ancho del maximo central se puede definir como 26, en donde 6
es el angulo que determina la posiciéon del minimo a un lado del maximo central. El
ancho angular 26 para el caso a = 2\ es:

A) 60°
B) 15°
C) 30°
D) 45°
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12. Un Tesla (1 T ), la unidad de intensidad del campo magnético en el sistema MKSC, es
también equivalente a:

A) 1V/m.s
B) 1V.s/m?
C) 1V.m/s
D) 1V.s2/m

13.El principio de Fermat en éptica establece que:

A) Lalocalizacion de los minimos de difraccién en un experimento con una rendija de
ancho a es proporcional a A (longitud de onda de la luz incidente).

B) Los indices de refraccion de los materiales dpticos son positivos.

C) Eltiempo de recorrido de un rayo de luz es minimo.

D) La distancia focal en un espejo esférico corresponde a la mitad de su radio de
curvatura.

14.Una seial electromagnética se describe a través de sus componentes:
E, = Eysin(kx —wt) y E, = E,sin(kx — wt + ). La amplitud de la onda resultante
es:

A) 0
B) 2Eo
C) Eo
D) Eo/2

15. La velocidad de propagacién de una onda sonora en un gas ideal a temperatura T es
proporcional a:

A) 1/T
B) 1/T12
QT

D) T 1/2

16. Si la amplitud del oscilador armdnico forzado con una constante de amortiguamiento b
disminuye a la mitad de su valor en resonancia, entonces b debe multiplicarse por un
factor de

A) V2
B) Y
C) 2
D) Y%

17.Una onda sonora con un nivel de intensidad de 10 dB posee una intensidad promedio
igual a: (en términos de Io, el nivel de referencia auditiva)

A) 1o
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B) 0.11
C) 101,
D) 0.01 I

18.Una onda estacionaria en una cuerda de longitud L se propaga a lo largo del eje X con
velocidad V, nimero de onda K, y oscila en la frecuencia fundamental de vibracién f.
La distancia entre Nodos y Antinodos consecutivos esta definida por:

A) ©/2k
B) 2n/k
C) n/k

D) 3rn/2k

19.La longitud de onda de cierta luz visible en el azul tiene un valor aproximado de 460
nm. La frecuencia de esta onda ( f) en el vacio corresponde a:

A) 6.52x 1014 Hz
B) 1.533x10-15 Hz
C) 6.52x10-14Hz
D) 1.38x 102 Hz

20.Si la potencia de una fuente de luz se incrementa en un 50%, la amplitud del campo
eléctrico asociado a su onda electromagnética aumenta aproximadamente en un factor
de:

A) 50%
B) 125%
C) 100%
D) 22.5%

21. Luz coherente de longitud de onda A incide sobre un dispositivo de dos ranuras muy
delgadas separadas una distancia d. El valor minimo de la distancia d para la cual no se
observan franjas oscuras es:

A) 31/2
B) A
C) 2
D) /2

22.Si una fuente luminosa puntual se localiza a una distancia R de un espejo esférico de
radio de curvatura R/Z, su imagen estara localizada a una distancia desde el vértice del
espejo igual a:

A) R/3
B) R

C) R/2
D) 3R
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23. El Factor de Calidad Q para un oscilador en el régimen criticamente amortiguado
corresponde a:

A) Q=0
B) Q=15
C) Q=1
D) Q=05

24.Cuando la energia de un oscilador amortiguado se disipa en un 50% del valor inicial,
con y =1, entonces el tiempo transcurrido es igual a:

A) 5In(2)
B) 2In(2)
C) 5In(0.5)
D) 2In(0.5)

25.Un rayo de luz incide sobre una superficie plana que separa dos hojas de vidrio cuyos
indices son 1.80 y 1.52. El angulo de incidencia es de 29°, y se origina en el vidrio de
mayor indice. El angulo de refraccién es:

A) 90°
B) 35.0°
C) 47.6°
D) 24.2°

26. Una onda electromagnética de longitud de onda en el vacio 4,, incide normalmente
sobre una pelicula muy delgada de indice de refracciéon n y espesor t. Si la onda se
refleja fuertemente en la pelicula, la longitud de onda minima dentro de la pelicula
debe ser:

A) O
B) 2t
C) 2t/n
D) 2t/n2

27. Si la amplitud de un movimiento ondulatorio se duplica, su energia promedio se
multiplica en un factor de:

A) 2
B) %
C) 4
D) %

28.Un objeto ejecuta M.A.S con un periodo T y amplitud A. Inicialmente el objeto se

encuentra en x=0 y tiene una velocidad en la direccion positiva. El tiempo que tarda el
cuerpo en viajar desde x=0ax=A/2 es:

A) T/2
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B) T/4
C) T/12
D) T/8

29. La relacion entre el periodo de oscilacion de un péndulo simple de longitud L y un
péndulo fisico que consiste en una barra rigida homogénea, muy delgada, de la misma
longitud y que oscila alrededor de un eje que pasa por uno de sus extremos, es:

A) 1
B) 1/2

Q) V273
D) y3/2

30. Un resorte de masa M, longitud L y constante elastica K cuelga de un pivote sin friccién
en su posiciéon de equilibrio bajo los efectos de la fuerza gravitacional. Si el resorte se
estira una pequena distancia z y luego se libera, éste presenta oscilaciones armonicas
con una frecuencia f igual a:

1 K
A = |-
2w\ M
1 3K
B) — [—
2w\ 2M
1 2K
Q) — |[=
21w+ 3M
1 3K
D) — |—
2w\ M

31.El valor promedio de la potencia transferida a un oscilador forzado SIN
amortiguamiento es:

A) O

B) Fo;élw
9 FoAw
D) FyAw

2V2

32.Considere un resorte caracterizado por una constante elastica K y de masa M acoplado
a un cuerpo de masa M/3. El periodo de oscilacidn de este sistema es:

A) T=2n /ﬂ
3K
B) T =2m /ﬂ
3K
C) T=2n /ﬁ
3IM
D) T =2n /i
3IM
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33.La ecuacién de onda unidimensional que se propaga en direccion X en un hilo con
tension uniforme Ty densidad lineal de masa u puede escribirse como (yes el
desplazamiento transversal de las particulas de la cuerda):

92 T 92
A) oy _1oYy
dx2 ot
0% R
A e
6252 T agz
d a
0 Ly_edy
at2 T 9x2

Ny
at2 T 0x?

34. Dos ondas sonoras poseen igual amplitud de desplazamiento u, pero la primera onda
posee la tercera parte de la frecuencia de oscilacién de la segunda. Puede entonces
afirmarse que:

A) Las velocidades de propagacién de las ondas estan relacionadas en un factor de 3.

B) Laintensidad promedio de la primera onda es tres veces la intensidad promedio de
la segunda.

C) Las amplitudes de presion de las ondas estan relacionadas en un factor de 3.

D) Los niveles de intensidad son iguales.

35.Una fuente de ondas sonoras que se desplaza uniformemente a la mitad de la velocidad
del sonido, en sentido positivo del eje X, partiendo desde el origen de coordenadas,
emite una sefal con frecuencia f,;. Un observador en reposo, ubicado en el origen de
coordenadas detectara una frecuencia igual a:

A) f=5fy
B) f=2fy
0) fzgfo
D) f=>fo

36.En cual de los siguientes medios el sonido no puede propagarse?

A) Solido
B) Liquido
C) Gas
D) Vacio

37.Cual de los siguientes fendmenos NO corresponde a la definicion de onda longitudinal?
A) Onda Sismica del tipo P
B) Luz

C) Sonido
D) Ultrasonido
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38.El angulo critico para un haz de luz que viaja desde el agua, con indice de refraccion
1.33 hacia el aire es:

A) No existe
B) 41.25°
C) 48.7°
D) 30°

39.Dos rayos de luz interfieren destructivamente con minima amplitud si la diferencia de
camino entre ellos es:

A) Unalongitud de onda

B) Media longitud de onda

C) Un cuarto de longitud de onda
D) Un octavo de longitud de onda

40. Considere un objeto acoplado a un resorte ideal que oscila horizontalmente con M.A.S.
La grafica a continuacién representa adecuadamente:

A

A) Laenergia potencial del resorte

B) La energia cinética del objeto

C) Laenergia total del sistema

D) No representa ninguna de las anteriores opciones

41. La trayectoria en el plano XY de dos movimientos armonicos transversales

X(t)=sin(2t) y Y(t) = sin(2t+a) corresponde a una circunferencia de radio 1, como se
ilustra en la figura. En este caso, la diferencia de fase a es:

()
N
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A) n/2
B) 0
C) n/4
D) n

42. La unidad del médulo de compresibilidad volumétrico B, en el sistema internacional
de unidades es: (W: Vatios, s: Segundos, m: metros),

A) W/m?2
B) W.s/m3
C) W/(m.s)
D) W/ m3

43. Una onda electromagnética en un medio material tiene una velocidad de 1.5 x 108 ?
Si la frecuencia de oscilacion de la onda es 500 MHz, su longitud de onda es:

A) 33 m
B) 30cm
C) 30m
D) 33 cm

44. Las unidades del vector c?¢yE X B (E -Campo eléctrico, B- Campo Magnético, c-
velocidad de la luz, £,-Constante dieléctrica) son: (Joules (]), Vatios (W), m (metros))

A) W
B) W/m?
0w
D) J/m?

45.En la figura se muestra una lente convergente y otra plana entre cuyas superficies en
contacto se forma una delgada cufia de aire. Cuando el sistema se ilumina normalmente
con luz de longitud de onda A, se observa un patrdén de interferencia en forma de anillos
concéntricos con centro en el punto de contacto. El didmetro del anillo brillante de
Newton mds pequefio que se forma en este caso es:

A) JR1/2 £
B) VRA
C) V2RA R/ IR
D) 2vVRA
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46. Un péndulo simple con periodo de 2 segundos tiene una longitud igual a: ( g como la
aceleracion gravitacional)

A) g/2n
B) g/m?
C) g*/m
D) g/m

47. En un movimiento oscilatorio con amortiguamiento, la constante de amortiguamiento
esy = In 2. Después de transcurrido 1 segundo, la energia total del oscilador es

A) Disminuye en 50% de su valor inicial.
B) Disminuye en 75% de su valor inicial.
C) Disminuye en 25% de su valor inicial.
D) Aumentaen 25% de su valor inicial.

48. El periodo de oscilacion del sistema mostrado en la figura es:

K 2K

|—_—M———|

A) 2m/M/3K
B) 2m\/3M/2K
Q) 2m/M/K

D) 2m\/2M/3K

49, En un oscilador forzado de masa M SIN amortiguamiento, la frecuencia de la fuerza
exterior es w = 0.5w,. La amplitud de las oscilaciones forzadas es ( Fy como el valor
maximo de la fuerza exterior aplicada)

2F,
Mw}
Fo

3Mw}
4F,

Mw3
4F,

3Mw3

A)

B)

Q)
D)
50. Un péndulo simple de longitud L y un disco sélido de radio R que oscila alrededor de

un eje perpendicular que pasa por uno de sus bordes tendran el mismo periodo de
oscilacion si:

A) L=R
B) L =2R

C) L=3R/2
D) L =2R/3
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51. La velocidad de propagacién de las ondas mecanicas en un medio puede escribirse en
general como la relacion entre dos de sus propiedades intrinsecas:

A) v= \/Propiedad Elastica/Propiedad Inercial

B) v= \/Propiedad Elastica X Propiedad Inercial

C) v= \/Propiedad Inercial/Propiedad Elastica
D) v = Propiedad Elastica/Propiedad Inercial

52. Las unidades de c?¢, c-velocidad de la luz, £,-Constante dieléctrica) son (C: Coulombs,
m:Metros, kg: Kilogramos):

CZ
A
) kg-m?2
c?
B
) kg'm
o) —S—
) kg'm
Cc
kg-m?2

D)

53. La descripciéon de una onda electromagnética plana en el vacio tiene una serie de
pardmetros asociados: Ey, By, £, k, 4, , f. El nimero minimo de parametros necesarios
para describir una onda particular que se propaga en el vacio es:

54. Una onda electromagnética en un medio material con indice de refraccion 1.5 y que
oscila con una frecuencia de 1 MHz, tiene una longitud de onda de:

A) 450 m
B) 50m
C) 200m
D) 300 m

55.El periodo de un péndulo acoplado a un elevador que baja con una aceleracién de
modulo g/2 es, con respecto al periodo de un péndulo en un sistema en reposo T, igual

a:

A) [2/3T
B) /3/2T
) T2
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D) V2T

56.La diferencia entre el segundo sobretono y el armdnico fundamental f; en un tubo
sonoro con un extremo cerrado es:

(A) 2f:
(B) fi

(C) 41
(D) 51

57.La velocidad de propagacion de una onda longitudinal en una barra sélida homogénea

esv =./E/p, en donde p es la densidad volumétrica de masa y E corresponde al

modulo de Young de la barra. Las unidades del parametro E son : (W: Vatios, s:
Segundos, m: metros),

(A) W/m?
(B) W.s/m3
(C) W/(m.s)
(D)W/ ms3

58. La distancia minima en la que se formara una imagen de una lente convergente de
distancia focal fes:

(A) 4f
(B) f

(C) 2f
(D) f/2

59. Una lente de aumento esta rotulada con factor de magnificacién X3. La distancia focal
de este instrumento es:

(A) 125 mm
(B) 250 mm
(€) 500 mm
(D) 62.5 mm

60. Una gota de agua esférica de didmetro % cm y con indice de refraccién 4/3 en aire
tendra una distancia focal igual a:

(A) %2 cm
(B) 1 cm

(C) 3% cm
(D) %4 cm

61. Una persona con una estatura de 1.80 m podra verse completamente en un espejo
plano a 2 m de distancia si éste tiene una altura minima de:

(A) 1.8m
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(B) 3.6 m
(C) 0.9 m
(D) 2.0 m

62. Un haz de luz incide desde el vacio hacia una superficie de vidrio con indice de
refraccidn n = 2. El &ngulo de Brewster para este rayo de luz es:

(A) 63.4°
(B) 26.6°
(C) 30°
(D) 60°

63. Las unidades de la constante de permeabilidad magnética del espacio libre p, son (kg :
kilogramos, m : metros, s : segundos, C: Coulombs:

A)kg-m/C?
B) kg/(m - C*)
C) (kg-C*)/m
D)kg-m-C?2

64.Una fuente puntual se localiza en el origen de coordenadas y emite radiacion
electromagnética en forma isotrépica en el vacio. A una distancia r desde el origen, la
intensidad promedio de la radiacién varia segiin r~%, con « igual a:

A) 1
B) 2
Q) -1
D) -2

65. Una onda incide normalmente desde un medio (1) con indice de refraccién n, hacia un
medio (2) con indice n, (n; > n,). La diferencia de fase asociada a la onda reflejada en
este caso es:

A =
B) n/2
Qo
D) 3mn/2

66.Una onda incide normalmente desde un medio (1) con indice de refraccién n, hacia un
medio (2) con indice n, (n; < n,). La diferencia de fase asociada a la onda reflejada en
este caso es:

A =©
B) wn/2
Qo
D) 3=w/2
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67.La trayectoria de una particula esta
descrita por dos movimientos
armdnicos perpendiculares que

y
oscilan con la misma frecuencia y se

superponen para formar la figura de 1

Lissajous ilustrada. Las ecuaciones

que describen este movimiento son: 3 -2 -1 1 2 /3 X

X(t) = Asin(wt), 2
Y(t) = B cos(wt).

El valor de la relacion B/A es:

A) 1/2
B) 1/3
c) 2/3
D) 3/2

68. La imagen producida por un espejo convexo siempre es:

A) Real e invertida

B) Virtual y Aumentada
C) Virtual y Reducida
D) Realy no invertida

69. La imagen producida por un espejo plano es:

A) Real no Invertida
B) Virtual Invertida
C) Virtual no Invertida
D) Real e Invertida

70. La imagen que se forma en un espejo concavo, cuando el objeto se coloca entre el
punto focal y el vértice del espejo (s < f) es:

A) Aumentada, no Invertida y Virtual
B) Reducida, no Invertida y Virtual

C) Aumentada, Invertida y Virtual

D) Reducida, Invertida y Virtual

71. Sobre una pelicula liquida con indice de refraccion np = 4/3 depositada en una placa
de vidrio con indice n, = 2, incide normalmente una onda electromagnética de
longitud de onda A = 600 nm desde el aire, conn, = 1. El espesor minimo que la
pelicula debe tener para que ésta refleje fuertemente la luz incidente es:

A) 300 nm
B) 400 nm
C) 112.5nm
D) 225 nm
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72.

73.

74.

75.

76.

Un punto P equidista de dos fuentes sonoras que irradian la misma intensidad sonora.
Cuando vibra sélo una fuente, la intensidad en P es 10~ W/mz2. Cudl es la intensidad en
este punto si ambas fuentes vibran con la misma frecuencia y fase?

A) 0W/m?

B) V2 x 107 W/m?
C) 4x107°W/m?2
D) 2 x 107° W/m?

Al desplazar el espejo de calibracién una distancia de 0.125 mm en un interferémetro
de Michelson, se observa que el espectro de interferencia contiene 500 franjas
brillantes. La longitud de onda de la luz incidente es:

A) 500 nm
B) 250 nm
C) 125nm
D) 1000 nm

Una rendija de 0.25 mm de ancho esta colocada delante de una lente convergente e
iluminada por ondas planas de longitud de onda de 500 nm. En el espectro de
difraccion de Fraunhofer formado en el plano focal de la lente, se tiene que la distancia
entre los primeros minimos a los lados del maximo central es de 1 mm. La longitud
focal de la lente es:

A) 50 cm
B) 25 cm
C) 125cm
D) 75 cm

Si el radio de curvatura de la superficie convexa de una lente plano-convexa que se usa
para producir anillos de Newton es de 5 m, cudl es la relacion entre los radios de los
dos anillos luminosos mas pequeiios que se pueden formar, si sobre la lente incide luz
roja de un gas de Hidrégeno con A = 656 nm?

A)V2
B){/5/3

C)3/2
D)V3

Se coloca un objeto a 18 cm de una pantalla. Cudl es la distancia mas cercana al objeto
a la que podria colocarse una lente de distancia focal de 4 cm para obtener una imagen
sobre la pantalla?

A) 6 cm
B) 12 cm
C) 14 cm
D) 4 cm
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77. Una lente de 16 cm de distancia focal produce una imagen nitida del objeto en dos

posiciones que distan entre si 60 cm. La distancia que existe desde el objeto hasta la
pantalla es:

A) 36 cm
B) 100 cm
C) 64 cm
D) 120 cm

78. El espectro de mayor orden que puede resolverse en una red de difracciéon de
constante de red igual a d, si sobre ésta incide luz de longitud de onda 2, es:

A) 2d/2
B) d/24
C)d/A
D) A/d

79. En la red de difraccion de la figura adjunta, d=2a. Cuantas franjas de interferencia
constructiva existen en la envolvente central del maximo de difraccién, cuando ésta se
ilumina con luz de longitud de onda A?

a L a

80. Ingenieros en dptica logran disefiar un gran espejo parabdlico cuya ecuacion en el
plano XY estd definida por:y = 4x2 (x y y medidas en metros). Rayos luminosos
provenientes desde un objeto lejano y que inciden paralelamente al eje del espejo,
formaran una imagen en la posicion:

A) y=25cm
B) y =50cm
C) y=125cm
D) y =6.25cm
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81. Suponga que una fuente de sonido S con
frecuencia fr se mueve con velocidad vg 0
respecto a un observador distante y en reposo
0. Sin embargo, vy no se encuentra en la linea
que une a la fuente y el observador, sino que
forma un &ngulo ¢ que cambia segun el
desplazamiento. En el instante en que a = 90°, a
la frecuencia captada por el observador es: Vg

A) Cero

B) Mayor que fz.
C) Menor que fz.
D) Iguala fF.

82. Un sonido con un nivel de intensidad de 70 dB, tiene una intensidad veces
mayor que la de un sonido con un nivel de intensidad de 40 dB.

A) 1000
B) 10
C) 100
D) 10000

83. Un rayo de luz incide paraxialmente en la linea del eje éptico (h ~ 0) sobre una lente
hemisférica de vidrio con indice de refracciéon n = 3/2 y de radio R, como se ilustra en la
figura. La distancia focal d para esta lente en este caso es:

A) 3R/2
B) 2R/3
C) 2R

D) 4R/3
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84. Rayos de luz paralelos inciden en un
prisma de vidrio como se ilustra en la
figura. Si o = 30° el angulo formado I
entre los dos rayos reflejados es:
o
A) 60°
B) 120°
C) 180°
D) 150°

85. Un rayo de luz es refractado a través en
tres diferentes materiales. De acuerdo con y
la trayectoria del haz, entonces los indices /
de refraccion se clasifican como: f

A)n; >n, >ng /

/I

B)n, >n3; >n,  nlmy ny
Cny, >ny >ng
D)ny <nz <n,

86. En el circuito LC sin pérdidas ilustrado en
la figura (L-Inductancia, C-Capacitancia), la frecuencia de oscilacién de la energia
electromagnética entre estos dos elementos es:

A)L/C
B)JC/L
Q) VLC
D) 1/VLC

87. Si el aparato del experimento de Young de doble rendija fuese sumergido en agua con
indice de refraccion n = 4/3, como cambiaria el patréon de franjas de interferencia?

A) La distancia entre franjas consecutivas aumentaria en un 25.0%
B) La distancia entre franjas consecutivas aumentaria en un 33.3%
C) La distancia entre franjas consecutivas disminuiria en un 33.3%
D) La distancia entre franjas consecutivas disminuiria en un 25.0%
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88. Dos lentes convergentes iguales de distancia focal igual a f estan separadas una
distancia 4f. Si un objeto es colocado a 2f desde una de las lentes, cudl es el tamafio
relativo de la imagen final?

A) +2
B) +1
C) +0.5
D) +0.25

89. En el diagrama de difraccién por una rendija para luz infrarroja de longitud de onda 4,
las posiciones angulares de los minimos de primer orden son 8; = i%rad. Cudl es el

ancho de la rendija?

A) V24
B) 24
Q) AN2
D) A

90. Dos espejos planos son instalados formando un angulo de 45°. Si un objeto (puntual)
se coloca entre los espejos, el nimero de imagenes formadas por este sistema es:

45°

91.Las unidades de ¢, (g5-Constante dieléctrica del vacio) son (C: Coulombs, m:Metros, kg:
Kilogramos):

C?s
kg-m3
C?s?
kg-m?2
C?s?

kg-m3

A)

B)

0)

321



Notas de Clase: Fisica de Oscilaciones, Ondas y Optica (Version 03) | 2015

Cs
kg-m3

D)

92. Existira interferencia constructiva de segundo orden si la diferencia de camino entre
dos rayos de luz es:

A) A

B) A/2
C) 31/2
D) 2\

93.En un experimento de doble rendija, la intensidad en un punto determinado de la
pantalla debida a cada rendija es I,. Cual es la intensidad debida a ambas rendijas
cuando las ondas tienen una diferencia de fase 5m/2 rad?

A) Iy
B) 21,
C) V2I,
D) Iy/V2

94. Un prisma de vidrio con indice de refraccion 3/2 experimenta reflexién total interna
cuando un haz de luz de intensidad I, incide normalmente sobre su cara plana, y
emerge en direccién opuesta como se ilustra en la figura. La intensidad del flujo
luminoso disipada por reflexion en este proceso es:

A) 0.9601,
B) 0.078I,
C) 0.9221,
D) 0.0401,

95. Una lente delgada de distancia focal f se localiza a 2f de dos fuentes de luz coherentes
separadas una distancia d. Si una pantalla lejana se ubica a una distancia a desde las
fuentes, la nueva posicion del primer maximo de interferencia cambia en un factor

A)1—(4f/a)
B)1—(2f/a)
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C) 1+ (4f/a)
D) 1+ (2f/a)
B
52
d
51
< > a
2f
A

96.Un bloque de masa M esta conectado a un resorte cuyo extremo opuesto se mantiene
fijo. El sistema estd embebido en un mecanismo viscoso de atenuacién. Las siguientes
observaciones se han realizado: i) Si el bloque es empujado horizontalmente con una
fuerza igual a Mg, la compresién estatica del resorte es h. ii) La fuerza viscosa resistiva
es igual a Mg si el bloque se mueve con una cierta velocidad conocida u. En el caso
u = 2,/ gh, el factor de calidad del sistema es:

A) 1
B) 0.5
Q) 2

D) 0.25

97. Tres fuentes situadas a lo largo de una
linea recta oscilan en fase y dos de ellas,
(1) y (2) poseen la misma amplitud. En
un punto suficientemente alejado de las
fuentes, el diagrama fasorial asociado a
la amplitud de la radiaciéon resultante
se ilustra en la figura adjunta. Si la
distancia entre las fuentes (1) y (2) es
d, la distancia entre las fuentes (2) y (3)
sera:

A)3d
B) 3d/2
C) 2d/3
D) 2d
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98. Sobre una cufa plana muy delgada incide
normalmente un tren de ondas luminosas,
planas y monocromadticas de longitud de
onda A,. Si la cufa tiene un indice de
refraccidn igual any se encuentra rodeada
de aire, la posicion d sobre la cufia de
primera franja brillante de interferencia es: d

A) 22y/n
B) Ao/2n
C) 41y/n
D) Ao/4n

99. La amplitud del campo eléctrico E, a 2 m desde una fuente de luz de 100 W que emite
uniformemente en todas las direcciones y en una frecuencia determinada es:

27T€0C
25
B)
mEYC

47T€0C

25
8megc

100. Luz monocromatica de longitud de onda variable incide normalmente sobre una
pelicula plastica delgada rodeada de aire. La luz reflejada es un minimo tGnicamente
para longitudes de onda de 512 nm y 640 nm en el espectro visible. Cudl es el espesor
de la pelicula (n = 1.58)?.

A) 162 nm
B) 405 nm
C) 810 nm
D) 607 nm
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