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/.- NECTORES

A partir de la representacién de R, como una recta numérica, los elementos (4,b) € R? se asocian con puntos de
un plano definido por dos rectas perpendiculares que al mismo tiempo definen un sistema de coordenadas rect-
angulares donde la interseccon representa a (0,0) y cada (a,b) se asocia con un punto de coordenada a en la recta
horizontal (eje X) y la coordenada b en la recta vertical (eje Y).

Y A

S

Figura 1.1 Punto (a,b)

Analégamente, los elementos (a,b,c) € R® se asocian con puntos en el espacio tridimensional definido con tres
rectas mutuamente perpendiculares. Estas rectas forman los ejes del sistema de coordenadas rectangulares (ejes X,
Yy Z).

@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)

Figura 1.2 Punto (a,b,c)


http://www.cidse.itcr.ac.cr/cursos-linea/3D-Web/av_puntos3D.html

Los vectores se pueden representar mediante segmentos de recta dirigidos, o flechas, en R? y en R3. La direccién
de la flecha indica la direccién del vector y la longitud de la flecha determina su magnitud.

@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)

Yl\

Y

Figura 1.3 Vector (a,b) Figura 1.4 Vector (a,b,c)

Notacién. Los vectores se denotardn con letras mintisculas con una flecha arriba tales como 7, 7, Z. Los
puntos se denotardn con letras maytsculas tales como A, B, C. En el contexto de los vectores, los nlimeros reales
serdn llamados escalares y se denotardn con letras mintsculas cursivas tales como &, B, k.

_>
@ El vector nulo se denota con 0 = (0,0,0)

@ Los vectores estdn anclados en el origen. Sin embargo, fre-
cuentemente visualizamos un vector como su traslacién:
El vector 1@ estd anclado en el origen pero lo visual-
izamos como el “vector” que va A hasta B. Formalmente

AB = OB — OA.

@ A veces hablamos del espacio R"”. Un vector en el R" es
un n—tuple (xq,x2,---,x,) con cada x; € R. A x; se le
llama componente i—ésima del vector.

1.1 Operaciones Basicas

Igualdad. Dos vectores son iguales si tienen, en el mismo orden, los mismos componentes.

Definicién 1.2 (Igualdad).

Si ¥ = (v1,v0,03) ER3y W = (wq,wp,w3) € R3, entonces T =W si y s6lo si vy =wq, vy =wy, V3 = Ws.

2 Cdlculo Superior. Walter Mora F.
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http://www.cidse.itcr.ac.cr/cursos-linea/3D-Web/av_flehas3D.html

Ejemplo 1.3

@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)

Sea ¥ = (1,3,4) y W = (3,1,4) , entonces K4 = .

Suma y resta. La suma y resta de vectores en R” se hace componente a componente.

Definicién 1.4 (Suma y resta).

Si v = (v1,v2,03) ER3y W = (wq,wp,w3) € R3;

T+ W= (v1 +w1,v2 +wr,v3+w3) ¥ T W= (01 — wy,vp — Wy, v3 — W3)

Ejemplo 1.5

@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)

Sea U = (1,3,4) y W = (3,1,4), entonces 7 + W = (4,4,8)

x&



http://www.cidse.itcr.ac.cr/cursos-linea/3D-Web/av_flecha3D.html
http://www.cidse.itcr.ac.cr/cursos-linea/3D-Web/av_sumavectores3D.html
http://www.cidse.itcr.ac.cr/cursos-linea/3D-Web/av_sumavectores3D.html

4 VECTORES

Ejemplo 1.6

@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)

o | @
R PO

> OB@ p

Sea P=(0,3,1), Q=(1,2,4) y R=(10,1,6). Entonces

OR = OP + PO + OR.

Ejemplo 1.7

@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)

> 5 >
2 V=W (traslacion)
H

/

V

Sea T = (1,3,4) y o :%3,1,4) , entonces
T —W=(-220)y @—-7 =(2,-20).

=l

TeaY

Ejemplo 1.8

Considere los puntos A = (0,0,1),B = (3,5,0) y C =(2,0,0). Nos interesa calcular D € R3 tal que A, B,Cy D
sean los vértices de un paralelogramo.

Hay tres soluciones. Supongamos que el paralelogramo tiene lados AB y AC, entonces B — A = D; — C de donde
D; =C+ B — A, en este caso, D; es el vértice opuesto al vértice A. Las otras dos soluciones son D, =C + A — B
y D3 = A+ B —C. Asi, tenemos los paralelogramos / JACBD3, L /ACD1B y L JAD,CB.



http://www.cidse.itcr.ac.cr/cursos-linea/3D-Web/sumaoppqqr2.html
http://www.cidse.itcr.ac.cr/cursos-linea/3D-Web/sumaoppqqr2.html
http://www.cidse.itcr.ac.cr/cursos-linea/3D-Web/av_restavectores3D.html

e Continuacion..

@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)

@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)
Vs

Multiplicacion por un escalar. Un escalamiento de un vector, por un factor k € R, se logra multiplicando cada
componente por el mismo niimero real k

Definicién 1.9 (Multiplicacién por un escalar).

Consideremos el vector o’ = (v1,02,03) € R3 y el escalar k € R, entonces

kT = (kvy,kvy, kvs)

Ejemplo 1.10

@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)

@ Sea T = (1,3,4) entonces P
27
27 = (2,6,8)
_)
17 = (334) v
0.57
- TeaY



http://www.cidse.itcr.ac.cr/cursos-linea/3D-Web/paralelogramo1.html
http://www.cidse.itcr.ac.cr/cursos-linea/3D-Web/paralelogramo1.html
http://www.cidse.itcr.ac.cr/cursos-linea/3D-Web/paralelogramo.html
http://www.cidse.itcr.ac.cr/cursos-linea/3D-Web/av_mult-por-escalar.html
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Ejemplo 1.11

~

@Si7=(1,0,0),7=(0,1,0), k= (0,0,1), entonces

(a,b,c) =aT+bT+cT

Ejemplo 1.12

Sea U = (4,—1,1),7 = (0,05,3) y @ = (0,3,0.5).

)W +05T + W = (4-1,1)+[05(0,05,3) + (0,3,0.5]
= (4,-1,1)+(0,3.25,2)
= (4,225,3)

)W +t7 +s@ = (4,—1,1)+[t(0,05,3) +5(0,3,0.5]
= (4,—1,1) + (0, 3s+0.5¢, 0.55 + 3t)
= (4, —1+3s+0.5t, 1+ 0.5s+ 3t)

@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)

!

N
v

- —
u+ 05v +w

Seao —
_ == 05v +w

- -



http://www.cidse.itcr.ac.cr/cursos-linea/3D-Web/sumaej1.html

1.13 Propiedades de los vectores

Las propiedades més ttiles de los vectores, segtin lo que ha demostrado la experiencia, se enuncian en el siguiente
teorema,

Teorema 1.14 (Propiedades de los vectores).

Si 7, w, W eR3 y «,B € R entonces,

1.) Conmutatividad: T+W=W+7 5) 1 T=7

2)) Asociatividad: @ + (7 + W)= (¥ + 7))+ @ 6) apT =a(B7)

3.) Elemento neutro: @ + =7 7) a (7 + E?) =a7 +aW
4) Inversos: U + — 0 = I 8) (a+B)T =aT +B7

1.15 Producto punto y norma.

El producto punto (o escalar) es una operacién entre vectores que devuelve un escalar. Esta operacién es intro-
ducida para expresar algebraicamente la idea geométrica de magnitud y angulo entre vectores.

Definicién 1.16 (Producto punto o interior).

Consideremos los vectores @ = (v1,05,v3) € R® y W = (wy,w,w3) € R3. El producto punto (o escalar) 7 - W se
define de la siguiente manera,
7~W:vl-w1 +op-wy+ou3-wz3 €ER

Ejemplo 1.17

a) Sean 7 = (—1,3,4) y W = (1,0,/2) entonces

T-W = —1-143-0+4-vV2 = 4/2-1
b.) Sea U = (a, b,c) entonces
WU = AP +A3

De aqui se deduce que WU >0 y que W - U =0 solamente si i = 0.

r

Propiedades del producto punto. En los calculos que usan el producto punto es frecuente invocar las
propiedades que se enuncian en le teorema que sigue. También, el producto punto se generaliza como el pro-
ducto interno (en contraposicién con el producto exterior). Las propiedades que permanecen en esta generalizacién
son,

Cdlculo Superior. Walter Mora F.
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Teorema 1.18 (Propiedades del producto punto).
Consideremos los vectores 7, W, 7 € R3 y « € R, entonces
1) 77 >0si U # T (el producto punto es definido positivo)
2) 7 W=0 -7
)W (T+B) =% - T+%-W
4) (a?)) -w:a(7~ﬁ)

Nota: No hay propiedad asociativa pues “T (W : 7)” no tiene sentido dado que W - W es un nimero real.

Norma (Euclidiana). La norma define la longitud de un vector desde el punto de vista de la geometria euclideana

Definicién 1.19 (Norma).

Consideremos el vector @ = (v1,v2,03) € R?. La norma de ¥ se denota || 7|| y se define de la siguiente manera,

_)
1l

\/O-0
\/ 02+ 05+ 02

La distancia de A a B se define como d(A,B) = ||B — A||.

@ Observe que v-v = ||v||?

Ejemplo 1.20

a.) Sea W = (1,0,4/2) entonces ||w|| = \/12 + 02+ (\@)2 =3

b.) La distanciade A= (x,y,z) a B=(1,-3,2) es |[|[B—A|| = /(x —1)2+ (y+3)2 + (z — 2)2

Teorema 1.21 (Propiedades de la norma).

Consideremos los vectores 7, o €R3 y « € IR, entonces,
1) [|7)|>0y ||7]|=0siysolosi T =0
2) e[| = |a][| 7]
3) |7+ <7+ || 7| (desigualdad triangular)
4) |7 - B <|| 7T (desigualdad de Cauchy-Schwarz)



_)
14
La propiedad 4.) parece geométricamente muy intuitiva: Uno
espera que si W # 0, entonces i
W =7y—Pproy-
w =y—Pproy
- T T w
17112 eroy 2 | = |5 @ = L
N @ 1|2 1]
de aqui se obtiene ||7'||||W]|| > |7 - W|. También, intuitiva-
- —
mente la igualdad se da si 7 = proy;. — ="
ﬁ
Vv
proyw

Para formalizar el razonamiento usamos algo que no necesita verificaciéon y que es equivalente al argumento in-
_>
LR . 2z z v
tuitivo: Si @ #£0 => ||7||* > 0. La demostracién formal es asi: Sea @ = 0 — proy = Entonces # - W = 0.
Luego, si w #0,

o=@ = (7 %?ﬂ(i:@iﬁ)

0 < <7—%%ﬁ>_> pues w @}:0,
v W)?
0 < P - L pues 77 =7

ETEGIE pues U - U =

17 N1@I2 = |7 @< || 7D

@
&
A

La propiedad 3.) se obtiene usando la desigualda de Cauchy-Schwarz,

1T+ = (T+W) (T + W)

= |7 +27 - @ +||F|?

< ZIP+2 ) F )+ B = AT+ 1B
1T+ < ||+

Elcaso @ =0 produce una identidad de verificacién directa.
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Ejemplo 1.22

a.) (Vectores unitarios) Sea @ = (1,0,2), entonces

- -5

b.) Sea W = (1,0,2) entonces ||—2|| =2||@|| =25

Definicién 1.23 (Vector unitario).

Un vector v se dice unitario si su norma es 1. Es comtn escribir ¢ para indicar que este vector es unitario.

@ Observe que si o # 0 entonces —— es unitario.

[[wl]
@ El vector @ = (cosf,sinf) es unitario para todo 6 € R, pues ||(cosf,sinf)|| = Vcos?6 + sen?6 = 1.

1.24  Angulo entre vectores en R®.

A partir de la Ley de los cosenos podemos establecer una relacion 7
entre el producto punto, normas y dngulos, como se muestra a {k
continuacion.

Ley de los cosenos. Si a,b y ¢ son las longitudes de los lados de |- ||
un tridangulo arbitrario, se tiene la relacién

=l

? =a® +b* — 2abcosb

el 0/ ||

donde 0 es el dngulo entre los lados de longitud a y b.

Para visualizar esta ley usando Vectores, consideremos el tridn- =" QY
gulo determinado por los vectors 7, @ € R?, como se muestra
en la figura.

Entonces

— —
17 = @I =T+ ||&|* =2/ 7| || @||cosb ()

ahora, puesto que

17 = WP = (T -@) (7 - @)= [T+ 7| -27 - @

entonces, despejando en (*) obtenemos

Cdlculo Superior. Walter Mora F.
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7@ =||7||||W]| cosb

Angulo entre vectores en R". En el caso del R”, si ¥, @ € R" son vectores no nulos, entonces usando la
desigualdad d Cauchy-Schwarz: |7 - W) < || 7| y la propiedad del valor absoluto \x\_}g ke —k<x<k

ara un nimero k > 0, obtene-mos — TINE| < T -W < ||7|||& entonces —1 < Y <1
para u > IFIN@< 77 <IFIIBy < T

Se puede garantizar que para 7, W € R" vectores no nulos, es posible encontrar un tnico 6 € [0, 7] tal que
7 - W = ||7|]||@|| cos6. Formalmente,

Definicién 1.25

Si ¥, W € R" son vectores no nulos, el angulo entre Ed y W es el tnico 6 € [0, 77| tal que

. = cos ] = arccos 77/_0)
Y@ =[|D||||D|| coso, ie 0= (||v|||| ||)’

Notacién: /7, W denota el angulo entre K4 y W

Como una consecuencia, tenemos una caracterizacion para vectores ortogonales. Recordemos que dos vectores son
ortogonales si al menos uno de ellos es nulo o si el angulo entre ellos es 77/2. Entonces

Teorema 1.26 (Vectores ortogonales).

Los vectores 7, @ € R" son ortogonales si y solo si W =0

. . . -
Nota: El dnico vector ortogonal consigo mismo es el vector 0

Ejemplo 1.27

Sean W = (1,0,v/2) y T =(-2,1,v/2) entonces W y 7 son
ortogonales pues WV =-24+2=0
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Ejemplo 1.28 \

VECTORES

z
Sean W = (2,0,2) y ¥ =(0,2,2) entonces el angulo entre o
y T es
1
0 = arccos <2) =n/3; =7 T

pues, =
cosf = 7w :>6—arccos< k) >—arccos(1> T

IRIEED] B 17 1111%]] 2 x &~ e Y

Ejemplo 1.29 N

Sean ¥ = (1,—1,0) y @ = (1,1,0). Consideremos el problema de encontrar un vector # € R? que cumpla las tres

condiciones siguientes

LT || =4 y47,w:§

Para resolver el problema, supongamos que W= (x,y,2), @ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Infernet)
entonces tenemos que

7T = 0 *-y =0
1) = 4 — ] P+ = 16
73 = ([ 2)IDllcos] xty = 42, —
x o=y
= { 2%+22 = 16
x = V2

de donde finalmente obtenemos, u = (\ﬁ, V2, j:Zﬁ)



http://www.cidse.itcr.ac.cr/cursos-linea/3D-Web/av_angulosEj3.html
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1.30 Paralelismo, perpendicularidad y cosenos directores.

Definicién 1.31

Dos vectores 7, 7 € R3 distintos de cero,

a.) son paralelos si 47,7 =0 o m,ie. U =A7 para algtn
AER.

A, A <£//

b.) son perpendiculares si 47U, 7 =m/2 Eneste caso # - U = 0.

Los cosenoss directores de un vector son las componentes de un vector untario.
Sea W = (ﬁ’ = (wq,wy,w3), sus cosenos directores son,
cosa = —1 cosf = D2 cosy=-—2
Il [
donde «, B, ¥ son los dngulos directores de w
«: angulo entre opb y la parte positiva del eje X
B: éangulo entre 6?’ y la parte positiva del eje Y

v: édngulo entre op y la parte positiva del eje Z

@ Observe que si W es unitario, entonces W = (cosw, cosp, cos 'y)

1.32 Proyeccién ortogonal

Geométricamente lo que queremos es determinar el vector que se obtiene al proyectar ortogonalmente el vector

%
U # 0 sobre el vector . Si denotamos a este vector con proy; entonces, de acuerdo con la figura, se debe cumplir
que

Cdlculo Superior. Walter Mora F.
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14 VECTORES

- —
u—tw

2l
)
|
&
Il
o
sb
=]
|
sl
3l
Il
I
Il
8l
=]

y finalmente,

Definicién 1.33 (Proyeccién ortogonal de o sobre W).

Si 7, W eR3 conw#o.

@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)

Se llama proyeccién ortogonal de o sobre W al vector

P33 T TR .

El
proy

@ Como 7 - W = ‘ entonces, el producto punto de Kl y W es A veces

la longitud de w".

%
proy; H - |lwl|; si ponemos A = ’

—
v
@ Al vector 7 — proy = se le conoce como “la componente de Ed ortogonal a w".


http://www.cidse.itcr.ac.cr/cursos-linea/3D-Web/av_proyv-w.html
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_>
9 Si = LT W, entonces proy;) H = || 7| cosb

Ejemplo 1.34

Sean T —= (5,0, ﬁ) y 7 = (2,1, ﬁ) entonces

7—ﬁ'7w2172(2,1,ﬁ):<24 12 M)

PO =T W 777
¥ W 12 60  12v2
= = — 2 = — -
Proy L, = 5 U =500V = {57,075
Ejemplo 1.35
Sean ¥ = (3,1,0) y W = (2,2,0). Consideremos el problema de determinar un vector w S
R® tal que v = (x,y,x) 'y que cumpla las dos condiciones proy_, = -7 y 71w
v
Bien,
%
proy , = -7 3xlgy(3,1,o) = —(3,1,0),
v —
YW = 0 2x+2y = 0.
Resolviendo el sistema, x = —5, y =5, y entonces
W = (-5,5,—5)
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Ejemplo 1.36

Consideremos un tridngulo determinado por los puntos A,B,C € R®. Podemos calcular la altura y el drea de la
siguiente manera,

Sean ¥ =B — A, W =C — A, entonces la altura es h = || % — proy% || . Luego, como la base mide || ||, entonces

N
u

@I — proy®
fren - LI —prov |

Ejemplo 1.37

Sea A= (2,22), B=(1,1,0) y C=(0,2,2). Nos interesa Calcular el punto E en el segmento BC tal que el
segmento AE sea la "altura" del tridngulo AABC sobre este segmento.

@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)

E =B+ proy?—;

Sean W = A — B, W=C— B, el punto buscado es

B = E) + proy%.

La traslacién es necesaria pues la proyeccién es un vector an-
clado en el origen.



http://www.cidse.itcr.ac.cr/cursos-linea/3D-Web/av_alturatriE.html
http://www.cidse.itcr.ac.cr/cursos-linea/3D-Web/av_alturatriE.html
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1.38  Producto Cruz en R3

El producto cruz entre dos vectores en IR® es un vector que es simultaneamente perpendicular a v y a w.

Definicién 1.39

Consideremos los vectores i/ — (uy,up,us3) € R3 y 7 = (v1,v2,03) € R3. El producto cruz W x T se define de la
siguiente manera,
@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)

7 X 7 = (uzvg = ugliz)’l\* (ulvg — M3'01)T+ (M1'02 — uzvl)k

=

= (Ll2’03 = ugvz)?+ (M3’01 — ulvg)’f—i— (ulvz — uzvl)k

= —
VW

La posicién del vector v X w se puede establecer con la “regla de la mano derecha”,

v Xw

~

@ Recordemos que7= (1,0,0),7=(0,1,0), k = (0,0,1), entonces también podriamos escribir

_>
UXT = (Uupvs — U3V, U3V — U1V3, UV — UpDq)
@ Esta férmula se puede calcular como un determinante,

Cdlculo Superior. Walter Mora F.
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- = ,
t ) J
UXT=| u 2 Us
v{ Vg Vg

+ + 4+

@ El producto cruz 7 X W es un vector que es tanto perpendicular a 7 comoa W.

Ejemplo 1.40

@Sii= (1,0,0), T: (0,1,0) y k= (0,0,1); entonces
TxTok  Txk=

@Sean W = (5,0, \@) y 7 = (2,1, ﬁ) entonces

T TR ZA\
UxT = |50 V2| = (—v2 -3v2,5)

2 1 V2

T 7 k
Txud = |21 V2| = (V2,3V2 -5)

5 0 V2

Propiedades del producto cruz. Recordemos que el producto cruz solo lo hemos definido en R,
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Teorema 1.41 (Propiedades del producto cruz).

Consideremos los vectores 7, W, 7 € R? y « € R, entonces

1) W (W x7)=0

2) T (W xT)=0

3) | x TP =|7|?||7|? - (¥ -7)? (igualdad d Lagrange)
4) Wx T =— (7 x W)

5) Ux(T+W)=UxT + WU xW

6) (W+NXW =UXxW+7 xdW

7) (W x V)= @W)x T =" x (a7)
8.) 7><6>:6>><7:
9) U x U =0

@ Observe que no tenemos una propiedad de asociatividad para el producto cruz.

@ De la propiedad 9 y la propiedad 7 podemos deducir que si dos vectores son paralelos, el producto cruz es cero

WY = U=a7 = UxT=0
@ De la igualdad de Lagrange se puede deducir la férmula (de area)
17 x || =17/ 1/7]/sin (a1

@ Consideremos un paralelogramo determinado por dos vectores 7, T R3, como se ve en la figura de la derecha.
Si 6 es el dngulo entre estos vectores, el drea del paralelogramo es,

S e - =
A=I[[U][[V][sin = [| W x 7]

@ Consideremos un paralelepipedo en el espacio determinado por tres vectores no coplanares 7,7V, W eR3,
como se ve en la figura. El volumen del paralelepipedo es,
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@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)

ui Uy Uz
V=|W (X x7)| =|Det| v; v, 03

w1 w2 W3

Ejemplo 1.42

El drea del tridngulo con vértices en P = (1,3,—-2),

Q=(2,1,4)y R=(-3,1,6) es v R
T7 Ok Q
1 -2 6
hreq  IPOX ORIl _ | -5 0 2| _iTd0 §
2 2 2 X N
W Tp

Ejemplo 1.43

El volumen del paralelepipedo determinado por los vectores T = (1,3,-2), T = (2,1,4), W= (=3,1,6) es

V=|W- (¥ x7)|=|Det| 2 1 4 =80
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1.44 (*) El producto cruz solo existe en R! R> y R’.

Con el producto punto tal y como lo hemos definido, si un “producto cruz” cumple las propiedades del teorema
(1.41), solo podria existir en en R!, R3 y R’. La teoria que sigue es un resumen de ([7]) y ([12]).

Este producto existe en R!, pero como aqui todos los vectores son paralelos, la tinica opcién seria v x w = 0 para
todo v, w € R.

No hay producto cruz en R? pues v X w es un vector ortogonal a ¥ ya w € R? y no estaria en el plano ex-

e . I
cepto que sea v x w = (0, pero esto no puede pasar si estos vectores son ortogonales y unitarios pues en este caso
o x w|| =121% — 0> =1 (por la igualdad de Lagrange).

En R3 ya tenemos nuestro producto cruz y es tnico excepto por el signo.

Si el producto cruz existe en R” con n > 4 entonces n = 7. Esto es un poco mas complicado de ver y requiere un
poco de conocimiento de espacios vectoriales.

Un subespacio W de R" se dice cerrado bajo la operacién binaria X si o x w € W para todo v, w € W. Por ejemplo,
en IR® el subespacio W generado por T y 7, W=<1,7 >, no es cerrado bajo x pues Tx]= k ¢ W. En cambio el
subespacio W generado por k, W=<k >,siloes pues ok x ﬁk 0ew.

Si W es un subespacio de R" entonces W' = {v € R" tal que v-w =0 paratodo w < W}. Por ejemplo, en R3,
si W=< 1,7 > entonces W+ =< k > o0,si V=<k > entonces V- =< 7,7 > . El resultado que nos importa es:
Si V es subespacio vectorial de R" entonces, dimV + dimV+ =n

En [12, pag. 190] se establece el teorema,

Teorema 1.45

Sea x un producto cruz en R” y sea A un subepacio de R" el cual es cerrado bajo X y posee una base ortonormal
{f1, - fx-} Sea b € AL. Entonces los vectores {b,f; x b,.... fy x b} C A+ y son mutuamente ortogonales y con la
misma longitud que b.

El teorema es facil de probar (como se puede ver en la referencia). Para ver como funciona el teorema, consideremos
por ejemplo el subespacio A =< k> de R3 que es cerrado bajo x. Una base ortonormal de A es, por supuesto,
k. Luego como 7€ AL, {7, k x7} = {j, =i} C A. En este caso, dimA + dimAL =3.

En el caso R", sea A =< e, 3, e3> con e; =1, e =7, e3 =k. A es claramente cerrado bajo x. Un vector a € R"
se puede escribir como

€A cAt
-
3 3
1= Yaat|a- Yae
i=1 i=1

con el primer sumando en A y el segundosumando en A1 (como se puede verificar haciendo el producto punto
y utilizando el hecho de que e; - ¢; = 1). Ahora, de acuerdo al teorema (1.46), si n >4, existe b € A unitario tal
que {b, e; x b,e; x b,e3 x b} es un subconjunto ortonormal de A+ y entonces {ej,es,e3, b, e; x b,ey x b,e3 x b} es
un conjunto ortonormal de R". Esto nos dice, a la luz del teorema (1.46), que si hay un un producto cruz en R"
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con n > 4, entonces n > 7. Para cerrar, se tiene el siguiente teorema [12, pag. 191],

Teorema 1.46

Sea C =< ey,ep,e3, b, 61 Xb,ep xb,e3 xb>. C es cerrado bajo x.

Para probar que la tnica posibilidad es n =7 se procede por contradiccion, si n > 7 entonces habria un vector
unitario n € C* y b x n serfa un vector unitario en C'. Sea p=b xn entonces n x p=b y pxb=mn. Un
célculo sencillo pero un poco extenso muestra que si i # j entonces (e; x b) x (ej x n) = (e; x n) x (¢; x b) lo cual
contradice la no conmutatividad del producto cruz (pues estos vectores no son nulos, son de norma 1). Asi, no hay
producto cruz si n > 7. Solo queda el caso n =7. ;Hay un producto cruz en R”?. La respuesta es: hay varios. Sean
a=(ay,..,a;) € R” y b= (by,..,by) € R”. Sea a’ = (a1,a3,a3), « = ay, a" = (as,a6,a7) y b’ = (by,bp,b3), =10y, b" =
(bs, b, by). Entonces un producto cruz en R7 es,

axb=(ab" —pa" +a' xb' —a" xb" ,a" b —a'-b", —ab +Ba’ —a' xb" +b' xa")

Aunque este es un producto cruz en R7, no cumple algunas identidades deseables que se obtienen en RR®.



CTAS Y PLANOS EN EL
PACIO

2.1 Rectas en R3.

@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)

Consideremos la recta L que pasa por P y por Q. Esta recta
es paralela al vector 7 = PQ, por lo tanto, dado un punto

R = (x,y,z) € L, se debe cumplir que
ﬁzt?, osea R—P = t?; telR

de donde L = {(x,y,z) € R® : (x,y,2) = op +t 7). Informal-
mente escribimos L: (x,y,z) =P +t- 7.

Definicion 2.2 (Rectas).
Si L es una recta que pasa por los puntos P = (p1,p2,73), Q = (41,92,43) y si @ = Q — P, entonces

1.) La ecuacién vectorial de L es (x,y,z) =P + t?), teR

x(t) = pr+to
2.) Despejando x, y y z obtenemos las ecuaciones pardmetricasde L: ¢ y(t) = py+tovp
z(t) = ps+tos

3 g 7407 . . PR X — X — X —
3.) Sicada v; # 0, despejando “t” obtenemos las ecuaciones simétricas de L: p P p Pz — . Ps
1 2 3
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Consideremos la recta L que pasa por P = (1,3,2) y Q=(2,1,4). 4\\2
En este caso ¥ = 1@ =Q—-P=(1,-2,2), luego L
@ Ecuacion vectorial: (x,y,z) = (1,3,2) +t(1,-2,2) Q
@ Ecuaciones parametricas: .
(1) 14t K
x = ,
y(t) = 3-21 P
z(t) = 242t
@ Ecuaciones simétricas: <
<& ay
x—1 y—-3 z-2

Ejemplo 2.4

a.) Consideremos la recta L que pasa por P = (1,3,—2) y Q=(2,1,—2). En este caso T =Q-P=(1,-2,0), luego

@ Ecuacion vectorial: L: (x,y,z) = (1,3,—2) +£(1,—2,0)

@ Ecuaciones parametricas:

x(t) = 1+t
L:¢ y(t) = 3-2¢
z(t) = -2
@ Ecuaciones simétricas:
x—1 y-3 . 2
1 =27 7
b.) Consideremos la recta L1 de ecuaciones simétricas,
x+1 y+2
= — = 1/
3 2~ °

entonces Ly va en la direccién de 7’ = (3,2,1)
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@ Observe que el segmento que va de P a Q es el conjunto de puntos
{P+t(Q—P); te[01]}

@ En particular, si t = 1, obtenemos el punto medio del segmento

P+3(Q-P) ="

Angulo, paralelismo, perpendicularidad e interseccion. Consideremos dos rectas,

Lq: (x,y,z):P+t7; teR A Ly: (x,y,z):Q—l—sw; seR

@ L | Lysiysolosi 7 || @

@L, L Lysiysolosi o L @

@ El dngulo entre L y Ly es igual al dngulo entre Ed y w

@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet) @ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Infermnet)

z
\

N\

>
e

@ Como podemos escoger dos puntos cualesquiera (distintos) de una recta, las ecuaciones no son tinicas pero son
equivalentes.
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Interseccion. Sean P = (p1,p23) y Q = (41,92,93) en R3.
Consideremos las rectas @ Veren 3D

Lqi: (x,]/,z):P—i-t7> y Ly: (X,]/,Z):QWLSE}-

Para determinar si hay interseccién igualamos la ecuaciones, Z
top—sw1 = q1—m Ly

P—I—t?zQ—b—sﬁé tvp —swy, = gy —p2

tvg —sw3 = q3—p3

Si este sistema tiene solucién, entonces esta solucién nos da el
o los puntos de interseccién entre L; y L. Como el sistema es I
lineal puede pasar que,

-

@ hay solucién tnica: las rectas se intersecan en un solo
punto,

Q@ hay infinitas soluciones: las rectas coinciden,

@ no hay solucién: las rectas no se intersecan.

@ Observe que, para el cilculo de la intersecciéon usamos un parametro distinto en cada recta. Esto es asi
porque el punto de interseccién se obtiene en general, con un valor del pardmetro que varia en cada recta.

Ejemplo 2.5
Consideremos la recta Ly : (—1,3,1) +t(4,1,0).
Q@ Ljylarecta Ly: (—13,-3,—-2) +5(12,6,3), se intersecan en el punto (—1,3,1). Este punto se obtiene con
t =0 en la primera recta y con s = 1 en la segunda recta.
(-1,3,1) =  (-1,3,1)+0-(4,1,0)

(-1,3,1) (=13,-3,-2) +1-(12,6,3)

Q L es paralela alarecta L3: (x,y,z) = (1,3,—2) +1(8,2,0) pues (8,2,0) =2(4,1,0)

Q L, es perpendicular a larecta Ly : (x,y,z) = (0,2,—1) +t(—1,4,3) pues (—1,4,3) - (4,1,0) =0
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e Continuacion..

Q Ly nointersecaa Ly: (x,y,z) = (0,2,—1) +t(—1,4,3) pues el sistema
@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)

—1+4t = -—s
3+t = 2+4+4s
1 = —1+3s

no tiene solucién (es inconsistente).

Ejemplo 2.6

Sea v=(1,1,1) y consideremos larecta L1: P+ - 7. Silarecta © Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Infernet)
Ly: Q4+t (wy,wp,w3) es perpendicular a Ly, tenemos

(wy,wr,w3) - (1,1,1) =0 = wy +wp +w3 =0 L
1

por lo que hay muchas posiblidades para encontrar rectas

perpendiculares a L1 que no sean paralelas entre si.

Dos rectas L1 y Ly que son perpendiculares a la recta L: P +
t- ¥ no son, en general, paralelas. Esto es asi porque en R3
la ecuacién W.7 = 0 tiene infinitas soluciones @ no paralelos
entre si. X

2.7  Distancia de un punto a una recta

Sea L una recta y P,Q dos puntos distintos en L. Dado R # L, queremos calcular la distancia minima de R a L
y el punto E € L en el que se alcanza este minimo. Por supuesto, la distancia minima es la longitud del segmento

perpendicular que va desde R a L: La distancia minima de R a la recta es || PR — proy% | v esta distancia
P
. PR
minima se alcanza en E = P + proy .
P
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Ejemplo 2.8

%

proyectar. La distancia de R =(2,2,5) a L es

| PR

~proy™ =0, -8, )= &
P TV 5 5 T

La distancia minima se alcanza en

16 13

PR
EfP—«—proylﬁf(Z,g,g) S L

Sea R = (2,2,5) y consideremos la recta L: (x,y,z) =(2,0,1) +
t-(0,2,1). Para calcular la distancia de R a L, tomamos P =
(2,0,1) y en vez de un “Q — P” podemos usar v = (0,2,1) para

@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Infernet)

2.9  Rectas en R2

Podemos usar élgebra vectorial para deducir algunas propiedades de rectas en en dos dimensiones

Si P,Q € R? son puntos distintos, la recta L que pasa por estos puntos es como antes, L: (x,y) =P +t-(Q — P).

Un vector N € R? es perpendicular a L siysolosi N - (Q —P)=0.

A diferencia de las rectas en IR3, en dos dimensiones todas las rectas perpendiculares a L son paralelas entre si.

Si ﬁ = (a,b) es normal a la recta L, entonces

(x,y)e L <= L: (N-((x,y) —P)=0 < ax+by=N-P

Si N = (a,b) es normal a la recta L, la ecuacion cartesiana de L es ax +by+c=0 con c=N - P.

Sean by,by # 0. Consideremos las rectas Ly : ajx +biy+c1 =0y Lp: axx + by +cp =0.

Dividiendo por b; y by en las ecuaciones respectivas, las ecuaciones se pueden escribir como

a

a c
Lit gty +g0=0y Lyt x+y+
1 1

b by
Cdlculo Superior. Walter Mora F.
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Luego, N; = <Z1,1) esnormala Ly y Ny = (Zi,l) es normal a L,.

@ L L1y e Ny-Np=0 = .72 _ 4
b b

En particular, las rectas y = myx +dy y y = mpx + dp son perpendiculares si y solo si my - mp = —1.
O L || Ly &= Ni =AN, &= L =A% y A =1, es decir, L = 2.
by by by by

En particular, las rectas y = myx +dy y y = mox + dy son paralelass si y solo si my = mj.

29



Asf como una recta esta determinada por dos puntos distintos, un plano estd determinado por tres puntos no coli-
neales.

3 . 1 Ecuacion vectorial

Sean P,Q,R € R no colineales y sea IT el plano que contiene estos tres puntos. Si M = (x,y,z) € IT entonces,

M=P+tQbP+sRP; tseR
Esta es una ecuacién vectorial de TT.

@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet) @ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en |

R

x”@l XW

3.2 Ecuacién normal y cartesiana.

Un vector normal al plano I1. Si N es perpendicular al plano IT entonces P,Q € 11 si y solo si N1 1@
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@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)

Si P,Q,R € II (no colineales) entonces un vector normal al plano I1 es 1% X 13?%

@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Infernet)

4\ N =PQ x PR
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32 PLANOS.

@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)

Z

Sea N un vector normal al plano II. Si P estd en el plano, en-
tonces (x,y,z) € IT siy solo si

(x,3,2)~P)- N =0

Esta ecuacién es una ecuacion punto normal de I1

X@;”

Si escribimos ﬁ = (a,b,c) y desarrollamos la ecuacion anterior, obtenemos una ecuacion cartesiana de I1

ax+by+cz:ﬁ-P

Definicién 3.3 (Ecuaciones del plano).

Consideremos un plano IT que pasa por los puntos no colineales P,Q, R.
o N= (a,b,c) es un vector normal al plano IT si N- [(x,y,2z) — P] = 0 para cualquier (x,y,z) € IL.
@ Si ﬁ = (a,b,c) es un vector normal al plano IT entonces
(x,9,2) = P]- N =0

se llama una ecuacién normal de IT

@ Si N} = (a,b,c) es un vector normal del plano IT entonces
ax—i—by%—cz:N}'P

se llama una ecuacién cartesiana del plano I1

o Si?zl@ysiW:P_f{entonces
(x,y,z):P—l—tﬁ—l—sw; t,s € R

se llama una ecuacién vectorial del plano I1
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p1 P2 ps3
Q@ Tres puntos P = (p1,p2,73), Q= (91,92,93) y R=(r1,12,13) € R3 son no colineales si 1 g2 g3 | #0

o r2 13

Ejemplo 3.4

Im: —z+y+2=1

Consideremos un plano Il; que pasa por los puntos no colin-
eales P=(1,1,1),Q=(2,1,2) y R=(0,2,-1)

=(1,1,1
@ Ecuacién vectorial:  (x,y,z) = (1,1,1) + #(1,0,1) + ‘XV (SR
s(~1,1,-2)
Qo ac1on cartesiana:  un vector normal es
'ﬁ::Q = (1,0,1) x (~1,1,—2) = (~1,1,1). Como
N.-P= =1, una ecuacioén cartesiana es —x +y +z=1. Yo

3.5 Paralelismo, perpendicularidad y dngulo

Consideremos la recta Ly : (x,,z) = P+t ¥ vy los dos planos
Ii: ayx+biy+ciz=dy y Ih: apx+byy+crz=dp
Entonces, siendo 171) = (a1,b1,c1), y ﬁ; = (ap,by,c2), normales a IT; y Iy, respectivamente,
@ I || I, siysélosilvl> I 172
Q@I LII, siysc')losil\—71> 1 I\—];
@ El dangulo entre los planos es el &ngulo entre los vectores normales
oL |IL siys()losiﬁl> 17

H
@ L LILsiysolosiNi || T
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Planos paralelos.Puede mover v,w, P y INy. @ Veren 3D Planos perpendiculares.Puede mover v,w, P y INy @ Ver
en 3D

Recta paralela a un plano.Puede mover la recta con el Recta perpendicular a un plano.Puede mover la recta
punto P@ veren 3D con el punto P @ Veren 3D
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Consideremos el problema de obtener una ecuacién cartesiana
del plano Iy que contenga a la recta

Li: (x,y2)=(1,2,1)+1(0,2,3)

y al punto P = (0,0, —1) (que no estd en Ly).

Para encontrar una ecuacién cartesiana del plano I'l;, buscamos
tres puntos no colineales en este plano; el punto P que ya
tenemos y dos puntos de la recta. Para obtener estos dos puntos
de la recta, le damos una par de valores al pardmetro f tal que
nos generen al final tres puntos no colineales.

En este caso con t =0 y t =1 obtenemos los dos puntos que
faltan. Tres puntos no colineales en el plano I son

P=(0,0,-1), Q= (1,2,1), R = (1,4,4)

Estos puntos no son colineales pues

_ = O
=N O

Bien, ahora tomemos ﬁ = @ X ET’ = (1,2,2) x (1,4,5) = (2,-3,2). Como ﬁ - P = —2, una ecuacién cartesiana
es 2x -3y +2z=-2

Ejemplo 3.8

Consideremos el problema de obtener la ecuacién cartesiana
del plano I'ly que sea paralelo a las rectas

@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)

Li: (x,y,2)=(1,2,1)4+1(0,2,3), Ly:(xy,z)=(1,0,1)+¢(5,0,0)

y que contenga al punto P = (1,1,1)

De acuerdo a la teoria, un vector normal a IT debe ser
perpendicular a (0,2,3) y a (5,0,0); entonces para encon-
trar la ecuaciéon cartesiana del plano Il;, podemos tomar
N = (0,2,3) x (5,0,0) = (0,15,—10). Como N P =5, una
ecuacion cartesiana es

15y — 10z =5
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Ejemplo 3.9

PLANOS.

Consideremos el problema de obtener la ecuacién cartesiana del
plano I1; que sea perpendicular a la recta

Ly: (x,y,z)=(1,2,1)+(0,2,3)

y que contenga al punto P = (1,1,1). Para encontrar la ecuacién
cartesiana del plano Il;, podemos tomar N = (0,2,3). Como
- P =5, una ecuacién cartesiana es

2y +3z=5

@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)

3.10 Interseccién entre recta y plano.

Para obtener la interseccién entre una recta L : (x,y,z) =
P+t7 y el plano I1; : a1x 4 byy + c1z = dy, 1o que hacemos es
pasar a la ecuacién paramétrica de Lq y sustituimos x(t), y(t)

y

z(t) en la ecuacion del plano: ajx(t) + byy(t) + c1z(t) = dj.

Resolvemos para ¢; si la solucién es tnica, con este valor de ¢
obtenemos el punto de interseccién sustituyendo en la ecuaciéon
de la recta.

Si

la ecuacién ayx(t) + biy(t) + c1z(f) = dy tiene infinitas

soluciones significa que la recta estd en el plano y si noy hay
solucién significa que la recta es paralela al plano pero es ajena
a él

Ejemplo 3.11

@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)

z
%
X

Consideremos el problema de obtener la interseccién, si
hubiera, entre el plano II: x —2y +3z =1 y la recta
L: (xyz)=(1,21)+1(0,2,3)

x =1
Las ecuaciones pardmetricasde Lson{ y = 242t Luego,
z = 143t

sustituyendo en la ecuacién de IT queda

1
1-2(242t)+3(143t) =1 = =

Finalmente, sustituyendo en la ecuacién de L, obtenemos el

punto de interseccién (1, %, %)

@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)

’ L
Y
X
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3.12 Distancia minima de un punto a un plano.

Consideremos un plano I1 de ecuaciéon ax + by + cz = d. Sea

P e I1. Un vector normal al plano es N = (a,b,c). La distancia Z ‘
d(Q,IT) de Q = (x,y,z) alles

aQI) = [proy’?| ‘

_ | e-nN
= & PEN -
- |t < = QA Ty

_ ‘(x,y,z)-ﬁ—l’-ﬁ‘ _ax+ by +cz —d| N

B IIN| Va2 112+ 2

2:0+3:0-2.0-5] _ 5

Consideremos el plano IT: 2x + 3y—2z = 5. La distancia del plano al origen es
P Y P & 21221 (22 12

3.14 m punto de un plano mds cercano a un punto dado.

Supongamos que tenemos un punto Q = (x,y,z) y un plano IT de ecuacién ax + by + cz = d. Consideremos el
problema es calcular E € IT tal que d(Q,IT) =d(Q, E). Supongamos que N es un vector normal al plano IT

Como ]ﬁ =A N) entonces,
E—Q=AN
Multiplicamos por N

N-(E-Q)=AN:-N
N-E—-N-Q=AN:-N
Como E € ITentonces N-E =d

/\_d—N-Q_d—ax—by—cz
NN  a2+4b2+c2

Cdlculo Superior. Walter Mora F.
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38 PLANOS.

El punto més cercano, en el plano IT de ecuacién ax + by + cz = d, al punto Q es

d—N-Q
E= AN A= ——=
Q+ con NN

En particular, el punto del plano IT mds cercano al origen es E = ||Ndz Ny d(O,IT) = m

3.15 Proyeccién ortogonal sobre un plano.

La proyeccion de un vector 7 sobre un vector W se puede extender al caso de un vector y un plano.

Ortogonalidad y proyecciones. Empecemos por un plano Iy que pasa por el origen (en este caso el B)lano es

un subespacio vectorial de R?). Sea 7 e R? la proyeccidn ortogonal de W sobre Ty es el iinico vector proy;ll €R3

que cumple las dos condiciones siguientes,

—
a.) (7—proy;lI )LW, VW eIl
0

—>
u —
b)) ||7—proynou <||% -, VT €1y
o
El vector # — proy . se le llama componente de v ortogonal a Ily. Aunque parece suficiente con la condicién a.),

0
es la condicién b.) la que garantiza la unicidad.

Teorema 3.16

Sea ITj es un plano que pasa por el origen (un subespacio vectorial de IR®) y sean 7 y W vectores ortogonales y
unitarios, si
Iy: (x,y,2) =t U +s-W; t,s€R,

entonces
_>
a.) proylfl[0 = (W )+ (W @)w

b.) proyﬁ = BB"u, donde B es la matriz cuyas columnas son lo vectores (columna) de la base B.
0

Iy
Si Iy es un plano que pasa por el origen con Ily: (x,y,z) =
t- "0_1) +s- 11_2> con t,s € R. Para obtener los vectores U y
ortogonales y unitarios podemos usar la idea del proceso de ortogo-
nalizacion de Gram-Schmidt: s
1%
— = = |
- _ U yw_ vy —(v3- V)0 =
= T S =
[[o1]] o2 = (02-0) 7 |
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@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)
Proyeccion sobre el plano. Los vectores 7 y W son per-
pendiculares y unitarios. La proyeccién de (ﬁ sobre T es
((ﬁ LT y entonces OQ — ((ﬁ T)T es ortogonal a 0T
para cualquier &« € R. De manera analoga, (ﬁ - ((ﬁ L)W
es ortogonal a f8 @ con B € R. Por tanto,

(06— (0G- %)% - (00 @) @] - (a7 +p W) =o0.

Es decir, (ﬁ - ((ﬁ L)V — ((ﬁ W)W es ortogonal al plano
I,.

De nuevo, el punto E en el que se alcanza la minima distancia entre un punto Q y el plano Ilj, que pasa por el

origen se puede calcular como E = proyl(_)I = (O@ )T + (@ W)W
0

$Y si el plano no pasa por el origen? Hacemos una traslacion. Una traslacion es una transformacién que
preserva distancia (isometria).

Consideremos de nuevo el problema de encontrar el punto E en
un plano Ilp tal que d(Q,ITp) =d(Q,E). Sea IIp un plano de
ecuacion Ilp: (x,y,z) =P +t- ¥ +s-W con Pc R3 y t,s€ R.
Entonces I1yp =1Ip — P es una traslacién del plano Ilp al origen,
es decir, I1y: (x,y,z) =t- T +s-W.SiE ¢ ITy es el punto en
que se alcanza la minima distancia entre Q' = Q — P y el plano
11y, entonces

/
E’:pron y E=E+P.
Iy
Ejemplo 3.17
Calcular la distancia de Q =(2,3,1) al plano ITy: x+y+2z=0. @ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Intemnet)
Calcular el punto E € Iy en el que se alcanza esa distancia 7 A

minima.

Solucion: Un vector normal al plano es N = (1,1,2), entonces,

4(Q,TTy) = |ax+2by+cz—d| _1-2+1-342-1-0] _ 7
VEtRTE VETR+Z V6

Célculo de E: Como el plano pasa por el origen, es un sub-

espacio vectorial de R®. Para obtener una base basta con dos

vectores en el plano, no paralelos; digamos v1 = (1,1,—1) y v =

(0,2,—1).

Ahora, una base ortonormal seria,
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OTACION DE UN PUNTO
REDEDOR DE UNA RECTA.

Rotar un punto P alrededor de una recta L significa mover el punto P sobre un circunferencia, de radio r =d(P,L),
que estd sobre un plano ortogonal a L y pasa por P.

Primero vamos a considerar un punto P € R3 y una recta L que pasa por el origen O y va en la direccién del vector
unitario 0. Supongamos que P’ se obtiene rotando P alrededor de L en un dngulo &, entonces los tinicos datos
que conocemos son P, 7'y «.

Como se observa en la figura, N, P, Q, y P’ estdn en el mismo 7
plano IT y 7 es normal a este plano. Claramente,

— —
OP' — ON + NO + QP

P— e
La idea ahora es calcular los sumandos = ON, I\ﬁ, QP en
términos de los datos conocidos.

—
@ Célculo de ON : Este vector es la proyeccién de OP sobre v,
—
es decir, ON = ((ﬁ’ . z?) @

@ Calculo de I\@ : Usando nuevamente la la proye-
cciéon de O? sobre 7; I\W>3 = (ﬁ‘ — (ﬁ’ﬁ) 0. Luego,

usando el tridngulo rectingulo ANQP’' obtenemos que

I\ﬁ: ((ﬁ— <(Y’z7> 77>~cosa.

— —
@ Célculo de QP': Primero debemos observar que QP’ es para-
lelo al plano II y es ortogonal al segmento NP; por lo tanto

~ ? 5 Py =~ ? / o
7 x OP es paralelo a QP,ie, QPP =A [0x OP). Figurad4.1 P’ esunarotacién de P, « radianes alrededor de ¥

Vamos a verificar que en realidad son iguales. Usando la identidad de Lagrange,
|5x OP ||=|| 3| OP || sen6 =| OP || sen.

Ahora, usando el tridngulo rectingulo AONP obtenemos,

| NP [|=| OP | sene.

—
Entonces || 5 x OP ||=|| NP ||=|| NP' | .



Nuevamente usamos el triangulo rectéangulo ANQP’,
—
| QP' ||=|| 5 x OP || sen,
H . .
y como QP' y ¥ x O? son paralelos, conlcluimos

Q—>P’: (z?x ﬁ) - sena.
Finalmente,

OP — ON+NQO+QP
= (O?ﬁ)z?—i— {(ﬁ—((ﬁ’-ﬁ)ﬁ}-cow+ (5><O?)~senzx
— OP-cosa + (5_P>~z?)z7~(1fc059)+ (6><6%)-senoc.

Rotacion de un punto alrededor de una recta arbitaria. Si la recta no pasa por el origen, hacemos una
traslacion. Si la recta tiene ecuacion vectorial L: (x,y,z) = A + t0 entonces, la rotaciéon P’ de P alrededor de L en
un dngulo de a radianes es,

(ﬁ:ﬁ,cosa + (ﬁ.ﬁ)fj.(lfcosg) + (5>< ﬁ) -senw + A. 4.1)

Codigo en Mathematica. Una funcién para rotar un punto P alrededor de la recta L: (x,y,z) = A + tT se
implementa en Mathematica como

RotacionL[A_, vv_, P_, alpha_] := Module[{v, a = A, p = P, ang = alphal}, v = vv/Norm[vv];
Cos[angl*(p - a) + v¥(v.(p - a))*(1 - Cos[ang]) +
Cross[v, P - Al*Sin[ang] + al;

RotacionL[{1, 1, 1}, {0, 0, 1}, {0, 1, 0}, Pi/2] (*devuelve {1,0,0}%)

41



42 ROTACION DE UN PUNTO ALREDEDOR DE UNA RECTA.

Ejemplo 4.1

@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)

Sea P=(3,03,45) y L: (3,3,1) + t-(2,1.5,3). Para calcular la
rotacién P’ de P alrededor de larecta L en un dngulo de a =5.5
radianes, usamos la férmula (4.1). Primero debemos normalizar,

(2,15, 3)
v=——"—7‘—~(0.512148, 0.384111, 0.768221).
215, 3)] = ¢ )

PP = (P-A)-cosa+0v(v-(P—A))-(1—cosa)
+(vx (P—A))-sena + A
(0.834487, 2.53611, 4.82562)

Q
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