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Capitulo 1

Introduccion

Objetivo: En este primer capitulo se va a tratar de dar una perspedsidaita del
desarrollo de las redes neuronales como modelo de com@uitadihilo de este re-
paso histdrico, introduciremos los conceptos fundamestdé un modelo general de
neurocomputacion. En capitulos siguientes veremos césrtidéintas arquitecturas y
algoritmos de aprendizaje se pueden ver como casos parésudel modelo general.

1.1. Introduccién

Sin que sea éste el propésito principal de este texto, sire®oi@nte contextualizar
el campo de la Neurocomputacion dentro del marco mas gederal Inteligencia
Artificial ayudandonos de algunos conceptos clave dieganieria del Conocimiento
Desde esta perspectiva, la neurocomputacion es una forsparada en la biologia, de
resolver algunas tareas encontradas frecuentementeccsamcta de reproducir me-
diante computadoras habilidades atribuidas a la intetigdrumana. Al analizar estas
habilidades nos encontramos que las mas complejas se pilestEmponer en tareas
y subtareas hasta llegar a inferencias primitivas que afiaftrmacion a la disponi-
ble inicialmente sin que podamos subdividir el proceso emganas simples. A las
distintas formas de implementar una tarea se las conoce k@toalos de Resolucion
de Problemas (®roblem Solving Methodsn inglés). Estos métodos en la practica
combinan médulos que pertenen a muchas categorias disfietentre las que pode-
mos sefialar los sistemas basados en reglas, en ldgica,esnaeth marcos/objetos.
Para cada mddulo se emplea el paradigma que mejor se ajastearhcteristicas de
la subtarea o inferencia que se desea implementar. Aquisrarpoofundizar en los
métodos conexionistas de resolver tareas que se caraot@oz su naturaleza distri-
buida, de grano fino y autoprogramable. Estos métodos oaciler la apuesta de los
pioneros de la Inteligencia Artificial por intentar resall@s problemas a los que se
enfrenta esta disciplina con la misma metodologia de laipnidpturaleza. En otras
palabras, buscaron en la Biologia inspiracion para resolwe computadoras tareas
propiamente humanas. Esto implica necesariamente neadeiNeurobiologia para
tratar de entender la forma en que nuestros cerebros reaista tareas. Aunque de
forma superficial, dedicaremos lo que resta de esta secati@uuctoria a resumir lo
gue sabemos hoy en dia de la forma como funcionan las nelsmbégicas.

1



Introduccion

Figura 1.1: Esquema-dibujo de D. Santiago Ramoén y Cajalgldidintas tipologias
neuronales del cerebelo.

Aunqgue hay muchos tipos diferentes de neuronas en el sistermiaso central (SNC,
ver figura 1.1) su estructura funcional es la misma: un cuegbalar denominado
soma, un conjunto de ramificaciones que parten del soma deadas dendritas y
una eferencia de mayor longitud y menos ramificada que ladrii@s denominada
axon (ver figura 1.2).

Las dendritas funcionan a modo de antenas receptoras deistiprocedentes de
otras neuronas y dependiendo del nUmero de estimulosdesibh las dendritas y
trasmitidos al soma, éste a su vez puede generar una seftdivdeian a lo largo del
axon que termine excitando a otras neuronas. Por lo tandenpos considerar que el
soma, respecto de las entradas procedentes de otras rew®sempefia una funcion
de toma de decision: si el nivel de excitacion de dichas maweobrepasa un cierto
umbral el soma se disparay envia a su vez una sefial exci@btolago del axon. Al
lugar donde se produce la transmisién de informacion ehtoeé® de una neuronay
la dendrita de otra se lo conoce como sinapsis y, dado quéoiariacion siempre se
transmite en un sentido (del axén de una neurona hacia laitedd otrd) vamos a
llamar neurona presinaptica a aquélla y postsinapticaaa Eatnaturaleza exacta de
los términos empleados anteriormente -como estimulojeaidin o excitacion- esta
relacionada con la fisiologia de la neurona y, muy particudaate, de su membrana;
con la presencia de numerosos canales idnicos que puedeseabcerrarse como
respuesta a la presencia de determinadas sustancias agi{foEneurotransmisores)
dando lugar a una permeabilidad eléctrica variable y a aasném la diferencia de
potencial entre el interior y el exterior de la célula. LaBades a las que hacemos
referencia estan codificadas en el potencial intraceligarsu evolucion temporal. Sin
embargo, y como ocurrird a menudo a lo largo de los préximp#idas, no podemos
perseguir hasta sus Ultimas consecuencias este cuadralggmecomendamos al
lector interesado la lectura de cualquiera de los nimer@stss introductorios al

aDesgraciadamente no podemos matizar adecuadamente estecifh por escaparse del objetivo glo-
bal de este escrito. Baste decir aqui que investigaciomentes en el campo de la Neurobiologia apuntan
a la existencia de mecanismos quimicos que permiten a lameepresinaptica recibir informacién sobre
si su estado de activacion contribuy6 a disparar un potetheiaccion en la neurona postsinaptica.



1.2 Modelos de neurona

Figura 1.2: Esquema-dibujo de D. Santiago Ramén y Cajaldedetes que componen
una neurona tipo.

campo (por ejemplo, [BCP04]).

Como deciamos, esta descripcion es necesariamente stagidifa. Sin embargo, nos
hemos dejado fuera de la descripcion un elemento fundahwerg@ebemos recoger
ahoray es el hecho de que las sefiales procedentes de larasepoeden ser exci-
tadoras o inhibidoras y, de igual modo, la sefial enviada arfoldel axén de una
neurona, puede servir para excitar o inhibir la excitaciédadneurona postsinapti-
ca. Ademas, la capacidad excitatoria/inhibitoria de unagsis puede variar con el
tiempo y potenciarse o disminuir.

En resumen, tenemos que desde un punto de vista computdaioearona funciona
como la suma de un campo receptivo dendritico, una funcid@edision no lineal (el

soma) y una linea de transmision de la respuesta (axon)alidad es infinitamente
mas compleja y rica que lo que se ha descrito aqui. Pero, canto ge partida para
construir modelos de neurona artificial tendréd que servir.

1.2. Modelos de neurona

Histéricamente, el primer modelo de neurona artificial ddasen los conocimientos
de neurofisiologia disponibles durante la primera mitacsigd XX, es el de la neu-

rona formal de Warren McCulloch y Walter Pitts [MP43]. Dicmodelo, adaptado a
la notacion y nomenclatura unificada que se empleara enteldeklibro, se muestra
de forma esquematica en la figura 1.3.

Dicho esquema representa una neurona que régibatradas. Las conexiones apare-
cen en la figura como flechas que parten de la zona izquierdefideita y que llevan
asociado un pes®; donde el subindicese refiere a la entrada y toma valores entre 1
y Ne. McCulloch y Pitts, inspirados en el comportamiento de Egranas bioldgicas,
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Figura 1.3: Representacion esquematica de un elementomgutacion neuronal.

definieron el nivel de activacién de la neurona como
Ne
w:gwkﬂx2mm) (1.1)
i=

dondea es la suma de las entradagponderadas por los pesos de las conexiones

Funciones de activacion y g es una funcion (llamada funcién de activacién) que trasfodicha suma en la
activacion final de la neurona, de forma quess inferior a un cierto umbrdd la
neurona no se activyy & 0), y si lo supera la neurona tendra nivel de activagion
igual a uno. Expresado de forma matematica

1 si a>b

1.2
0 si a<b (1.2)

g(a) = B(a—b) = {

dondeb es el umbral que debe sobrepasar la suma ponderada paea Ectieurona.
Dicho umbral recibe también el nombre de polarizaci@esen inglés. A la funcion
g tal y como la hemos definido en la ecuacién 1.2 se la conoce ¢onoddn paso
o funcién umbral thresholden inglés) y su representacion grafica se muestra en la

figura 1.4.
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Figura 1.4: Representacion cartesiana de la funcién pasodoea valores de la pola-
rizacionb=0yb=—-2.
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Figura 1.5: Representacion en forma de sombreado rojo qritutesxs, xo del plano
gue activan la neurona del ejemplo.

donde, de hecho, se muestran dos ejemplos de la funcidn pas@lores diferentes
del umbral o polarizacioh. El valor deg para el cas@ < b se podria haber defini-
do como -1y las propiedades formales de la neurona seriatidgdgé. Mas adelante
veremos un ejemplo en el que se emplea esta eleccion de lariumobral. Esta no
es la unica definicién posible de la funcidn de activagjppero antes de estudiar las
alternativas posibles a la eleccion de McCulloch y Pittsv@re deternos a analizar
su significado. Para ello vamos a estudiar un ejemplo sereillel que una neurona
formal de McCulloch y Pitts posee Unicamente dos entradgmrgjamos que el peso
de la primera conexién vale®y el segundo @5, y la polarizacién de la neurona va-
le 0,1. En ese caso, podemos preguntarnos qué posibles conaieacie la entrada
hacen que se active la neurona. Un célculo sencillo nosdéaaondicion

2
ZAUJI'Xi =05-x1+0,25-x > 0,1 (1.3)
i=

gue se cumple exactamente para puntos del semiplano panaedeila recta
0,5-x1+0,25-x2=0,1, (1.4)
gue aparece sombreado en la figura 1.5.

De esta forma, vemos que una neurona formal de McCullochty &itlla como una

funcién discriminante que tiene valor 1 en la region del plaombreada y O en el Funciones discriminan-
semiplano restante. En otras palabras, la neurona es capigstidguir puntos de una tes
region de los de otra y clasificarlos segun la activacionlt@ste. Veremos mas ade-

lante las implicaciones de este sencillo hallazgo cuaratertros conjuntos de neu-

ronas agrupados en capas y de las tareas genéricas par& lekejopleo de redes

neuronales es apropiado. Por ahora baste sefialar el papeatpkeiado por la polari-

zacion obiasen el célculo de la neurona, que no es otro que permitir queeta gue

divide las dos zonas de activacion no tenga que pasar poigehnoEfectivamente,

si la misma neurona hubiese tenido polarizacion 0 la ecoatigtriminante hubie-

ra sido 05-x; + 0,25-x2 = 0 que, como se puede comprobar pasa por el origen de
coordenadaf0, 0).

Finalmente, antes de pasar a otros modelos de neurona, sanasducir un pequefo
cambio en la notacion que nos permitird simplificar algudem@las. En lugar de
incluir explicitamente la polarizacion dentro de la defilicde g, vamos a tratarla
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El perceptréon

YNs

Figura 1.6: Modelo esquemético de la red neuronal denoraipacteptron.

como si fuese el peso de una entrada adicional (con subi@fie valor igual a 1.
De esta formagy = b, Xp = 1 y las ecuaciones 1.1y 1.2 se transforman en

Ne Ne
w=g@%=%ZﬁMOZQMyL£ZQM) (1.5)

g(a) = 8(a) = {1 sl a20 (1.6)

0 si ax<0

Podéis comprobar que la funcién discriminante sigue siéadusma porque la neu-
rona se activara en aquellas regiones danslsa mayor que cero, y éstas vienen dadas
por la nueva definicion da que ahora incluye el término adicional de subindice 0.

Una vez incluida la polarizacion en el conjunto de pesos telaona podemos ex-
presar la ecuacion 1.5 en notacion vectorial

Ne
y=9(2) =9(3 wx) = g(@" %) (1.7)

donde®' es el vector de pesos de la neurona traspuegtesyel vector de entradas
(1, X1, X2, ...,XNe).

Siguiendo el desarrollo histérico del campo de la Neuroagampén nos encontramos
con la extensién del modelo formal de McCulloch y Pitts deimataperceptrén Un
perceptron, tal como lo presenta Rosenblatt (1962) [Ros6@3iste en un conjunto
de neuronas formales de McCulloch y Pitts que compartenis®as entradas y que
no estan conectadas entre si (ver figura 1.6).

En dicha figura hemos introducido nuevos cédigos y convemesigue seguiremos
empleando a lo largo de todo el libro y que es convenienteéapEn primer lugar,
hemos afadido unos objetos especiales a la izquierda del ¢tamos empleado
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circulos para representar dichos objetos porque en muekmstdel campo y en los

neurosimuladores de los que hablaremos mas adelante,a@s dibjetos se les llama
neuronas de entrada (y a la estructura que forman, capa@e@ntEn realidad, no

se trata de neuronas puesto que no realizan ningun cémprwlaentrada que cada
una de ellas recibe y se limitan a trasmitir su valor a lasoveas de la capa siguiente.
A pesar de ello, esta nomenclatura esta tan extendida qaeaseantener en este libro
y por ello las hemos representado con circulos. En la figéraddemos encontrar dos
grupos de neuronas: al primer grupo ya hemos hecho alusida capa de neuronas
de entrada. El segundo constituye la capa de neuronas da gasta compuesto de
Ns neuronas formales de McCulloch-Pitts. Finalmente, henfiaglido una entrada

xo = 1 asociada al valor de la polarizacion.

Vamos a utilizar una red sencilla como el perceptron paradiuicir los conceptos
mas importantes en el campo de las redes neuronales. Agmaedste bloque basico
iremos, a lo largo del libro, exponiendo distintas variatenodificaciones que daran
lugar a los diferentes paradigmas de computacién neuronal.

El perceptron se introduce como clasificador de vectoresevizos visto coémo cada
neurona formal de McCulloch-Pitts con dos entradas es sifickdor capaz de agru-
par las entradas en dos regiones separadas por una rectaeltnaa de McCulloch-
Pitts conNe entradas divide el espacio de entrada en dos regiones daparar un
hiperplano erNe dimensiones de forma que los vectores de entRagiae cumplen
(6j)T - X > 0 activan la neurona. La novedad del perceptrén no radica @odelo
neuronal que, en lo fundamental, corresponde a la neuromafde McCulloch-Pitts,
sino en el algoritmo de ajuste de los pesos. Por simplicidsid falta de generalidad
puesto que todas las neuronas de la capa de salida son jyaates a estudiarlo para
el caso de una Gnica neurona.

Dado un conjunto de vector&s| de dimensiomM. conn= 12, ... d, cuya pertenencia

a una de dos clases; 0 ¢ es conocida de antemano, deseamos hallar el conjunto

de pesos tales que, para todos los vectrépertenecientes a la clase la neurona

presente activacion 1y, al contrario, para todos los de clasactivacion -1 (a este

conjunto ded vectores cuya clase es conocida se lo conoce como conjuetirda-

miento). Al valor deseado de la salida de la neurona parasime vectok[n|] vamos Conjunto de entrena-

allamarlot[n] y serdigual a 1 para vectores de la clages igual a -1 para vectores de miento

la clasec . Lo que vamos a exponer a continuacion es el proceso de adledbs

parametros de la red (pesos) realizado con el objetivo déagueel proporcione una

salida determinada (los valorgs]). Esto es lo que se conoce comotrenamiento Entrenamiento supervi-

supervisadale la red. En general, se llama entrenamiento al procesdaéade los sado

parametros de la red. Mas especificamente, se emplea altéentrenamiento super-

visado cuando dicho célculo se realiza a partir de un conjd@fpares entrada/salida

de la red prefijados de antemano. En este texto, dichos pamstiecnamiento se re-

presentaran comx|n|/t[n] dondex[n] representa el vector de entrad#y el vector

de salida que queremos que se produzca al presgniaa la entrada de la red (si

s6lo tenemos una neurona de entrada y una de salida en lugectdees tendremos

escalareg[n]/t[n]). En resumen, los pesos de la red se van modificando paraeobten

la salida (los vectoref§n]) deseada. Existe también una modalidad de entrenamiento

denominad&ntrenamiento no supervisadoe consiste calcular los pesos de lared a Entrenamiento no super-
visado

bNétese que aqui hemos modificado ligeramente la definicida flencién paso que pasa de valer O
cuanda(@)T -X es menor que 0 a valer -1. Este cambio facilita la exposicshalgoritmo de entrenamiento
sin modificar las propiedades formales de la neurona.
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partir del conjunto de vectores de entrada sin forzar deumagnanera la salida de la
red. De ella hablaremos més adelante en el capitulo 3.

Para hallar el conjunto de valores de los parametros de geptedn, vamos a adoptar
la estrategia de definir una funcién que mida el error con tasfica la red para un
conjuntoQ de pesos y, a continuacion, vamos a calcular qué modificesiemdichos
parametros harian disminuir el error de clasificacion.

En una clasificacion perfecta, los valores de los pesesrian tales que tendriamos
que los vectoreg|n] del conjunto de entrenamiento que pertenecen a la clasam-
plen (&) -X[n] > 0 y por lo tantoy[n] = t[n] = 1. Por otra parte, los de clage
cumplirian que@)™ -X[n] < 0'y, por lo tantoy[n] = t[n] = —1.

Todo lo anterior implica que conseguir una clasificaciérfgma, como objetivo, es
equivalente a disminuir el valor de la funcién

EQ) =~ (@) -%n] -t (18)

M

dondea es el conjunto de vectores de entrada mal clasificados damginto de
pesosQ. La afirmacién anterior se puede ver de forma sencilla silderemos que
un vector de entraddn| puede ser clasificado incorrectamente porque,

1. obienesde clase; pero®-X[n] < 0 en cuyo caso habria que aumentar el valor
de®-X[n] o, lo que es lo mismo puesto gije] = 1, disminuir el de-&-X[n| -t[n]

2. obienesde clase; pero-X[n] > 0 en cuyo caso habria que disminuir el valor
de®-X[n] o, lo que es lo mismo puesto gtig] = —1, el de—®-X[n| - t[n]

Como vemos, introducir el factor multiplicatitfn] resulta en que para cada vector
mal clasificado por la red, el objetivo siempre consiste smifiuir—&- X[n| - t[n].

Resumiendo lo expuesto hasta ahora, tenemos que un pérceptun conjunto de
neuronas formales de McCulloch-Pitts cuyas conexionesrdsér ajustadas (median-
te los pesos) de forma que minimicen el valor de una funEgi@®) llamada error. En
esto consiste el entrenamiento de cualquier red neur@sattistintas variaciones so-
bre el tema central del perceptron consistiran en elegareliftes arquitecturas (ver
seccion 1.3), funciones de activacion, definiciones dererralgoritmos de minimi-
zacion de dicho funcién del error. A lo largo del temario deld iremos analizando
diferentes elecciones posibles y su significado.

Ya hemos justificado intuitivamente la funcion de error dealceptron:

EQ) =~ (@) -%n] -t (19)

Resta ahora definir un algoritmo de minimizacién de dichaifitm La opcion mas

natural es la que sirvio histéricamente para la definicidrnpdeceptron. Para com-
prender esta definicion es necesario entender el concegradiente. No nos vamos
a ocupar aqui de justificar que el gradiente de una funciémegsuato marca la di-

reccién de maximo crecimiento de dicha funcién, pero diciséificacion se puede
encontrar en cualquier texto de calculo elemental. Dangotsupuesto, entonces el
gradiente cambiado de signo apuntara en la direccion denmagdkisminucion que es
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precisamente lo que estamos buscando: disminuir la furesi@m. Por ello, el algo-
ritmo de aprendizaje del perceptrén (y de otros muchos tigoedes) se basa en la
formula
O0E(w)
0w
dondeA® es la cantidad que habra que afiadir al vector de pesos pairainainia
funcion de error. La ecuacion 1.10 representa un grupo dedogtconocidos habi-
tualmente como de descenso del gradiente.

AQ = —

(1.10)

Si sustituimos la ecuacién 1.9 en 1.10 obtendremos que

AQ = Zi[n] -t[n] (1.11)
M
formula equivalente a

Ad= %X[n] : M (1.12)
n=1

en la que hemos incluido los vectores correctamente claddeque no contribuiran
aA® puesto que para ellef] — y[n] = 0.

Considérese ahora la situacién descrita en la figura 1.7teevesgnos cémo aplicando
el método de descenso del gradiente podemos pasar de langoilo en la funcion

de error si el gradiente es muy pronunciado. Para evitartipstale situaciones se
suele aplicar s6lamente una fraccion del incremento des@@sdado por la ecuacion
1.12. A dicha fraccion se la conoce como velocidad de apzajely en este texto se

representara por la letra griegaUna fraccion del 10 % del valor dado por la ecuacién
1.12 corresponde@= 0,1. Como vemos, su funcion es ralentizar el aprendizaje para

evitar actualizaciones de los pesos demasiado grandesudiexan desestabilizar el
proceso, lo que podria ocurrir si la funcién de error tuviaeos minimos locales
(caso no representado en la figura).

Figura 1.7: Ejemplo de aprendizaje con un Unico minimo Id€baproceso de apren-
dizaje converge finalmente al valor del error minimo trassere de oscilaciones. La

introduccion del factoo (velocidad de aprendizaje) ayuda a evitar estas oscilesion

y otras posibles dificultades asociadas a la existenciarniesvainimos locales.

En ese caso, al introducir la velocidad de aprendizaje la@én de actualizacion de

Descenso del gradiente

velocidad de aprendizaje
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pesos se transforma en
d _
Md=a- Y 3(n] . n = yin)) (1.13)

0, sila funcion de activacion hubiese tomado valores O pearadctores de clase la
regla de actualizacion en

AD=a- Z X[n] - (t[n] —y[n)). (1.14)

Ambas ecuaciones proporcionan el incremento de los pesofiage disminuir la
funcion error de acuerdo con el método del descenso delag@dina vez presen-
tado un ciclo completo de pares de entrenamiento (de ahirehsurio en n) Esto

Entrenamiento por lotes se conoce como entrenamiento por lotest¢h learningen inglés) porque no se mo-
difican los pesos hasta haber presentado el lote completards ge entrenamiento
disponibles. Una alternativa posible es hacer la modificacorrespondiente a cada

Entrenamiento secuen- par inmediatamente después de ser calculada. Esto se ammoentrenamiento se-

cial cuencial éequentiab pattern-based learningn inglés). En ese caso, el algoritmo de
actualizacion de pesos seria

1. Inicializar el vector de pesos con componentes aleatoria
2. Inicializarn con el valor 1.

3. Introducir el vectoX[n] en la capa de entrada y calcular la activacion de la
neurona.

4. Calcular las modificaciones al vector de pegode acuerdo con la ecuacion
1.13 0 1.14 segun sea la funcién de activacion.

5. Sines menor qué aumentar n una unidad y retornar al paso anterion. &%
igual ad, modificar los pesos segln la suma de los incrementos cdt=uien
el paso anterior y retornar al paso 2.

y finaliza cuando el perceptrén clasifica correctamentesttmopares de entrenamien-
Error de lared to o cuando el error de clasificacion (dado por la ecuaciondis@ninuye por debajo
de un umbral aceptable marcado de antemano.

Ejemplo 1 (Perceptrén):Calculad los parametros de la red mas sencilla posible que
clasifica correctamente los siguientes puntos del planasdds clases definidas por
t[N=0= c1yt[n]=1= 2. Supdngase que la velocidad de aprendiaas cons-
tante e iguala (.

n (X1,X2) t[n]
1 (05,-05) 1
2 (05,05 1
3 (0.3,-05) O
4 (0.0,1.00 O

SOLUCION 1: Inicializamos los pesos aleatoriamente entehialo[—1, 4-1] de for-
ma que obtenemos
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o o w2
0.3577 -0.5621 -0.9059

donde hemos representado la polarizacion como un nuevapesociado a una en-
tradaxp = 1. Comenzamos el primer ciclo de aprendizaje cuyos resdtselresumen
a continuacion:

n a yn tn—-yn Aw Aw Awp
1 1.0917 1 0 0 0 0
2 01858 1 0 0 0 0
3 0.6420 1 -1 -0.1 -0.03 0.05
4 -0.5482 0 0 0 0 0

Aplicamos las correcciones a los pesos y obtenemos

Wo w1 w2
(polarizacion)
0.2577 -0.5921 -0.8559

Dado que el resultado no clasifica correctamente los parestdenamiento realiza-
mos un segundo ciclo de entrenamiento:

n a yn tn—-yn Aw Aw Awp
1 09817 1 0 0 0 0
2 01258 1 0 0 0 0
3 05080 1 -1 -0.1 -0.03 0.05
4 -05982 0 0 0 0 0

Aplicamos las correcciones correspondientes a este se@irid y obtenemos

Wo (V] W2
(polarizacién)
0.1577 -0.6221 -0.8059

Para el tercer ciclo tendremos

n a yn tn—-yn Aw Aw Awp
1 0.8717 1 0 0 0 0
2 00658 1 0 0 0 0
3 03740 1 -1 -0.1 -0.03 0.05
4 -0.6482 O 0 0 0 0

No tiene sentido continuar reproduciendo los célculodidel@s del proceso de apren-
dizaje. Baste decir que, al cabo de pocas iteraciones ldasifica correctamente los
cuatro vectores de entrada. La figura 1.8 muestra la situa®dos vectores en el
plano y de la funcién discriminante al comienzo y al final delgeso de aprendizaje.
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Separabilidad lineal

1B T T T T
05F + —
g o -
-05F + .
1) I I 1
-1 -0.5 0 0.5 1
X1

Figura 1.8: Hiperplano de separacion al comienzo (linea aetrazo negro) y al final
(trazo rojo) del proceso de aprendizaje.

Como se ha demostrado anteriormente, una neurona formalc@ilMch-Pitts es
un discriminante que divide el espacio de entrada en dosregiseparadas por un
hiperplano (o una recta si, como en los ejemplos, el espacienttada es bidimen-
sional). Por lo tanto, un perceptrén, que no es mas que unimnileNs neuronas
de McCulloch-Pitts que comparten las entradas, divide ghae de entrada erl'2
regiones separadas por hiperplanos. Asi pues, un perneggtréd una herramienta de
clasificacién apropiada siempre que las clases definidasespacio de entrada sean
separables mediante rectas (o hiperplanos) como es el ebsg@ihplo anterior y del
gue se incluye al final del capitulo. Considérese sin embalrgonjunto de pares de
entrenamiento mostrado en la figura 1.9. Como se podra caraprapidamente, no
existe ningun perceptron de una Unica neurona capaz deasepaspacio de entrada
en dos regiones que contengan todos los puntos corresptesléecada clase. Si au-
mentamos el nimero de neuronas en el perceptron aumentagémonero de clases
pero no conseguiremos que los puntos de la misma clase madurna misma salida
del perceptron. El ejemplo de la figura 1.9 es lo que se conoe® ain problema
no separable linealmente y representa una limitacion mrig de la capacidad de
clasificacion de los perceptrones.

Sin embargo, para problemas con la propiedad de sepaeabiiiictal tenemos que ca-
da actualizacién del vector de pesos hace disminuir ladmairor dada. Si llamamos
@'y &' alos vectores de pesos antes y después de la actualizasp@ciigamen-
te, tenemos que la nueva contribucion al error debida a udmpaado después de
actualizar los pesos segun 1.9 sera

—(@HT-Kn)-t] = —(@")T K] -t{n] — (a-Xn] -t[n])T-X[n] - t[n]
= —(@")"-X[n]-t[n] — o (] -t[n])?
< —(@HT-X[n]-t[n], (1.15)

es decir, menor que la contribucién previa a la actualizad&®los pesos.
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Mas alin, eteorema de convergencgarantiza que un perceptron es capaz de hallar
la solucién que clasifica todos los patrones de entrenam@ntin nimero finito de
pasos. La demostracion del teorema basada en la interipreticBishop [Bis95] del
original de Hertz et al. [HKP91] se incluye en el apéndice A.

1.5 T T T
1f X + -
R 05F -
OF + X —
-0.5 . . .
-0.5 0 0.5 1 1.5

X1

Figura 1.9: Representacion grafica del problema XOR. Ungpérén de una capa no
puede sintetizar artificialmente este problema por no sealnente separable en la
variablesxy, 2. ¢ Se le ocurre al lector alguna forma de resolverlo con umbicede

variables?
La extension de todo lo antedicho a un perceptron de mas deaunana implica la

definicion del peso de la entrada la neurona de salidacomowji. Esto a su vez
daréd lugar a que cada neurona de salida del perceptrén pogesp$o vector de pesos
&; de componentes;i parai = 1,2,...,Ne. Finalmente, para el par de entrenamiento
(X[n],T[n]) deNe y Ns componentes respectivamente tendremos

aj = _Ne wji % = ()" %, (1.16)
A£G =a- % gin] - &l —2yj ) (1.17)
n=1
Y d
06— 5 S0 (40, ) (1.18)

para las dos posibles funciones de activacion del peraeptrd

Bernard Widrow y Marcian Hoff [WH60] introdujeron en 1960aimariante de las
neuronas de McCulloch-Pitts con propiedades interesdraegriacion de uMDAp-
tive LINear Elemenfelemento adaptativo lineal o ADALINE) respecto a las neas
de McCulloch-Pitts consiste en utilizar una nueva funciéradtivacion denominada
funcién de activacion lineal dada por la ecuaagifa) = ay representada en la figura
1.10. Esta modificacion permite reescribir la definicionaifuhcion error de una for-
ma que se demostrard mucho mas general y potente que la detaderl.9 basada,
ya no en la suma ponderada de las entr&@s5 - X[n] sino directamente en la salida
de la neurong[n]. La nueva definicién del error vendré dada por la ecuacion
d d
E(w) =~ 3 [t - yinllP= -

=5 > (tln] = y[n)" - t[n] — y[n)) (1.19)
n=1 n=1

Teorema de convergen-
cia del perceptréon

Adalines/Madalines
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Error cuadratico medio

Funcion Lineal
o
|

Bl e e e e e PP —
S -
-6 -4 -2 0 2 4 6

Figura 1.10: Funcion de activacion lineal.

conocida como error cuadratico medidgan Square Erroen inglés). En el caso de
tener mas de una neurona de salida tendremotigjuey[n] pasara &n| — y[n] donde
tantot[n] comoy[n| serén vectores d¥s componentes. Con esta definicién del error,
la ecuacion de actualizacion de los pesos obtenida aplbcainaétodo de descenso
del gradiente (recuérdese que no es el Unico posible) sera

d
A =0 ;(tj [ = y;{n]) - X[n]. (1.20)

donde hemos utilizado la ecuacion 1.10 y la definiciég.de

A un conjunto de ADALINES se lo conoce como red MADALINE (Miple ADAp-
tive LINear Element).

1.3. Arquitecturas

El primer modelo de red neuronal presentado hasta ahora yr@rbducido varios
conceptos fundamentales en la definicion de una arquitedtured. En primer lugar,
hemos visto que el bloque constructivo fundamental de whageronal es, obviamen-
te, la neurona entendida como un mdédulo computacional carowarias entradas y
una salida definida como una funcion de activacion aplicddaama de las entradas
ponderada por los pesos de las conexiones respéctifas aln, hemos empleado el

¢Seria posible, en principio, una definicion mas general deoma si incluimos en la suma ponderada,
no solo las entradas de la neurona, sino también combirexcide orden superior de las entradas. Por
ejemplo, para una neurona de dos entradas, podriamos @gfiimo

aj :CD1~X1+0)2~X2+(011~X%+0)22~X§+<.012~X1~X2-

Esta definicion, que incluye términos de segundo orden orétienls, podria a su vez ser extendida a
6rdenes superiores. Sin embargo, la introducciéon de tésmie orden superior al lineal en capas distintas
de la capa de entrada introduce una complicacién computiaio compensada por una mayor efectividad.
El caso de la capa de entrada se tratara con mas detalle ecitinsgedicada al preprocesado de los datos.
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término capa en numerosas ocasiones sin haber dado unaidefipiecisa del tér-
mino. En este texto, se entenderd por capaconjunto de neuronas con la misma
definicién funcional de las operaciones que realiza sobsetradas y que recibe
entradas o envia salidas a un mismo conjunto de neuronas kstque se pueden en-
contrar miembros de la misma cap’si, en el perceptréon del ejemplo anterior hemos
denominado capa de entrada a un conjunto de neuronas queibia reonexiones
de ninguna neurona pero que enviaba su salida a un mismontormje neuronas y,
de nuevo, hemos empleado el término capa (de salida) pamminto restante de
neuronas que no envia su salida a ninguna neurona, perébs ses entradas de un
mismo grupo de neuronas. Las primeras comparten una misfinga funcional:
toman su entrada y la trasmiten a las neuronas a las que estéctadas sin realizar
ninguna operacion sobre ellas. Podriamos decir que tiem@minica entrada, que el
peso de la entrada es la unidad, y que su funcidn de activasifineal. Por el con-
trario las segundas realizan una suma de las entradas pdadegyor los pesos de las
conexiones respectivas y al resultado le aplican la fund@&activacion paso. En el
caso de MADALINES tendremos funciones de activacion liegah vez de funciones
paso pero de nuevo tendremos dos capas que cumplen la defidazia mas arriba.
Finalmente, siguiendo un orden creciente de complejidaglencontramos con la de-
finicion de la arquitectura de una red neuronal en términbe@aero de capas, del
namero de neuronas en cada capa y de la conectividad ense@afpa capa. Segun
este Ultimo aspecto (la conectividad de la red o topologi@ciiva) nos encontrare-
mos redes unidireccionales o de alimentacion hacia de(fegdforwarden inglés) si
existe una relacion de orden parcial entre capas, de formaapgea capa recibe en-
tradas Unicamente de la capa anterior y envia su salidameite a la siguiente. El
perceptron de la figura 1.6 es un ejemplo de arquitecturaran@onal muy simple
puesto que sélo lo componen dos capas (veremos ejemplosomgdegos en capi-
tulos posteriores). Si desde una capa dada se realizanicpasya capas anteriores
tendremos lo que se conoce como realimentacion y la arquigede la red seré recu-
rrente (ejemplos de arquitecturas recurrentes se dan eedas neuronales basadas
en la teoria de resonancia adaptativa ARYdaptive Resonance Theawy inglésy en
las memorias asociativas bidireccionales BAMidirectional Associative Memories
en inglés). Finalmente, si existen conexiones entre lamneas de una misma capa,
diremos que existe interaccion lateral en la red. Un ejerdploed neuronal de tres
capas con conexiones recurrentes (en trazo discontinuggeccion lateral (trazo
discontinuo con puntos intercalados) se muestra en la figifia

1.4. Tareas genéricas en Neurocomputacion

A lo largo de todo este capitulo hemos utilizado problemadaigficacion para ilus-
trar diversos aspectos de las redes neuronales preserBadambargo, la clasifica-
cién es un caso particular de tarea genérica realizablerzomad neuronal. El conjun-
to de tareas para cuya realizacion se recurre a redes n@genajusta a un esquema
conceptual de tarea conexionista en el que el elementoatémizonstituye una re-
lacién entre espacios de representacion y la tarea coesisiallar el objeto/objetos
del espacio de representacion de salida que la relaciéreason objeto de entrada
dado. En el caso de la tarea genérica de clasificacion, uneergdnal bien entrena-
da se convierte en un modelo de la relacién que media entabjetos del espacio
de entrada (puntos del plano en los ejemplos de este cgpjtlde clases a las que
pertenecen (en el espacio de representacion de salida)reistion de ‘pertenencia
a la clasecy’ queda impresa en los valores de las conexiones de la red e fpue
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Figura 1.11: Ejemplo de arquitectura de red con conexice@srentes (en trazo dis-
continuo) e interaccién lateral (trazo discontinuo contpsintercalados).

incluso es capaz de clasificar correctamente objetos que hablian sido presenta-
dos con anterioridad (propiedad conocida como generaizpcA continuacion, y
sin pretension de ser exhaustivos, examinamos variastquesse ajustan al esquema
conceptual descrito.

1.4.1. Redes neuronales en tareas de clasificacion

En realidad ya hemos visto con el nivel de profundidad addwazeste capitulo in-
troductorio las caracteristicas de una red neuronal dadifira. Aqui sélo vamos a
repasar nociones basicas ya introducidas informalmengeetciones anteriores y a
apuntar una interpretacion probabilista de los resultadosna clasificacién neuro-
nal. La clasificacion consta de tres etapas: en la primeraal&a un proceso de
abstraccion que, partiendo del universo de objetos de les$rgta el problema de cla-
sificacion, extrae caracteristicas suficientes para ressrmomo similares objetos de
la misma clase y como disimiles aquéllos de distintas ¢clasek segunda, se com-
paran las caracteristicas del objeto que deseamos clasificaun modelo de dicho
universo y se selecciona la clase a la que se encuentra masprdinalmente en la
tercera, se genera una respuesta de acuerdo con el regigtémloomparacion que,
generalmente, se interpreta como las probabilidadessterioride pertenencia del
objeto de entrada a cada una de las clases/particionespdei@sle entrada. De esta
forma, las activacioneg(X) de las neuronas de la capa de salida serian funciones del
vector de entrada que, interpretadas en el dominio del wéder que crea la red, co-
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rresponderian a la probabilidad ck|X) de que, dado el vectdt éste pertenezca a la
claseck. Existen una serie de condiciones que ha de cumplir una redmal para que
la activacion de sus neuronas de salida pueda ser intetpretesentido probabilistico
gue seran objeto de andlisis en capitulos posteriores.

1.4.2. Redes neuronales para regresion

Esta tarea esta relacionada con la tarea de clasificacion problemas de interpo-
lacién de funciones. Formulada en términos consistentedacanterior descripcion
se trata de, dado un conjunto de pares de vectore$x[n],t[n]), conxX[n] € RNe y
t[n] € R™s, predecir la asociacidyien el espacio de salida, para un vestoo perte-
neciente al conjunta 9. La trasposicién del esquema conceptual de tarea conetdoni
al caso de laregresion es inmediata si suponemos que ehtogjaefine una funcion
vectorial de varias variables tal qtje] = f(X[n]) donde

fiRNe 5 RN, (1.21)

En este caso, la relacion entre el espacio de entrada y d@iesfgmsalida viene da-
da por las componentds, fo, f, de la funcién vectoriaf y el modelo de la relacion
guedaimpreso en los pesos de las conexiones de la red. Ragianeemos que el pro-
ceso de aprendizaje, en el que se modifican los pesos de langédjpstar la funcion
f a partir de los pares de entrenamiento del conjuntes enteramente equivalen-
te a una regresion sobre dicho conjufittin ejemplo de este tipo de aplicaciones
consistiria en obtener a partir del conjunto de puntos radsten la figura 1.12, una
aproximacion de la funcién continua generatriz (dibujadarazo negro continuo).
Este tipo de situaciones se da cuando la funcién generatha snedido mediante un
procedimiento que introduce ruido de distribucion gaunssi&e trataria entonces de
encontrar una aproximacion a la funcif(ix) generatriz mediante una red neuronal.

Veremos mas adelante las propiedades de diferentes aigsrite aprendizaje en lo
referente a este tipo de tarea genérica.

1.4.3. Redes neuronales en tareas de control

En los dos casos anteriores hemos visto como la red neumpahstituia en puente
entre dos espacios de representacion, de forma que a umétettaelo del espacio de
entrada (ya fuera éste un objeto que deseamos clasificarector deR™e) le corres-

ponde una salida que el creador de la red interpreta en eliesjmrepresentacion de
salida como una clase o un valor de la funcién generatritaajasComo hemos tenido
ocasion de comprobar, nada hay en la implementacion de dreetgonal que haga

dRepérese en la similitud con el concepto de generalizagidel easo de tareas de clasificacion. En
Ultima instancia, interpretada a la luz del esquema conakpe tarea conexionista, se trata de la misma
propiedad

€Los conocimientos necesarios para entender los conceptoducidos en el Gltimo parrafo se pueden
encontrar en cualquier manual de introduccién a la Estealistal Calculo. En particular, los alumnos de
la UNED deben dominar estos conceptos como resultado de taisado previamente las asignaturas de
Estadistical y Ampliacion de Matematicas
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Figura 1.12: Problema tipico de regresion: dado el conjdetpuntos de la grafica
(que se supone generado a partir de una funcién continua Eonepresentada en
trazo negro) recuperar la mejor aproximacion a la funciGmegetriz. Por supuesto,
no se conoce de antemano dicha funcién. En este ejemplaialtifos datos se han
obtenido a partir de una funcién seno por adicion de ruidegjano.

referencia explicita a clases, regresiones, probabgislatt. Todo esté en la interpre-
tacion del creador de la red. Pues bien, en el caso del emplealds neuronales para
tareas de control, las entradas se interpretan como vesidblestado de un sistema, y
las salidas, como un conjunto de instrucciones de actuaoidre dicho sistema. Por
ejemplo, podriamos entrenar una red neuronal para congucowche de forma que la
entrada de la red fuese una imagen de la carretera por lamguéaios (incluyendo
referencias visuales como la sefializacion horizontal sledariles) y la salida, el an-
gulo de giro del volante necesario para mantener el vehi@ritro de las sefiales de
referencia. Otro ejemplo podria ser el de una red neurorgairgpnitoriza una planta
nucleary recibe como entradas parametros del reactor emqetratura, presion, etc
y cuyas respuestas se interpretan como acciones tendentggener dichos valores
dentro de unos rangos de seguridad determinados.

1.4.4. Redes neuronales en tareas de prediccién temporal

Un dltimo ejemplo de aplicacion de red neuronal consisteqrédiccion de series

temporales. En este caso, el espacio de entrada lo compagistias temporales de

los valores de una (o varias) variables de estado de un sistéarsalida se interpreta

como una prediccion del valor de la variable para valoresadmbrdenada tempo-

ral posteriores al registro. El ejemplo clasico de este dip@plicaciones es el de la
prediccion de valores bursatiles a partir de series tengmde indices de mercado.
Tanto las tareas de control como las de prediccién tempaedgs ser vistas como
casos particulares de tareas de regresion en los que lagrfaagjue queremos ajustar
son de una clase especial.
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Repaso de conocimientos

Ejercicios de consolidacion del aprendizaje.

Ejemplo 2 (Perceptron 2D)

Entrénese un perceptron para que clasifique correctamiesigueente conjunto de
entrenamiento.

n—] 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
X | [177) (07l [17¢) [Toel [ioal (ol [loal (ol [T7sl [
P 10 +1,0 +1,0 +0,0 +0,0 +10 +10 +10 +0,0 +0,0
t[n] [+0,0] [+0,0] [+0,0] [+0,0] [+0‘0] [+1‘0] [+1‘0] [+1‘0] [+1,0] [+l,0]

Supongase que la velocidad de aprendiaags 1.0, que la actualizacion de los pesos
se realiza solo al final de un ciclo (entrenamiento por loteg)e el proceso de apren-
dizaje termina cuando todos los vectores de entrada delimmngle entrenamiento
son clasificados correctamente.

Solucién 2:Del enunciado del ejercicio se desprende que debemosrdiigspacio
de entrada en cuatro clases a las que se les asigna las cositsep salidas de un
perceptron comNs = 2: (0,0),(0,1),(1,0),(1,1). Ademas, dicho espacio de entrada
esta constituido por puntos del plano, por lo dNge= 2. La figura 1.13 muestra el
conjunto de entrenamiento dado por el enunciado.

o | T T T O
15F L —
1 - —
05 a @ -
0 L —
-05F —
= -
15+ . —
20 | | | in

X2

Figura 1.13: Representacion gréafica del conjunto de entrismdo. Las cuatro sali-
das posibles (0,0), (0,1), (1,0) y (1,1) se han represertadaiamantes, cuadrados,
circulos y tridngulos.

Como se puede comprobar, define cuatro clases separaklsiante, por lo que tie-
ne sentido utilizar un perceptron para realizar la taredagficacion demandada. Si
inicializaramos aleatoriamente los pesos de la red, podisaobtener los siguientes
valores:
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Neuronade salidal wqg w11 w12
-0.2693 -0.3435 0.5128
Neuronade salida2 wyg W1 W2

-0.5059 0.2653 0.9821

donde, de nuevo, hemos representado la polarizacion comes@b;o asociado a una
nueva entrada = 1. Comenzamos el primer ciclo de aprendizaje cuyos resdtad
se resumen a continuacioén. Téngase en cuenta que el emuiraiéch que debemos
realizar un aprendizaje por lotes. Esto implica que no seatizaran los pesos hasta
haber presentado al perceptrén el conjunto entero de parsicbnamiento.

n a a yn  fn-yin] A Aty Ay

1 +0.3117 +0.6991 [[1o]  [Tyol  [yol [To1l [139]

2 404133 +14476 3ol [T90]  [750) [FoY [F93)

3 +02764 +1.2777 [yl [T9]  [%0) [fogl [M7gl

4 02364 +02956 [[99]  [F39  [*%0) [B [0

5 02026 +0.5451 (301  [*99]  [%0) [0 [Togl

6 -01159 +0.0647 [(30]  [igol  [foo) [fgo) [iog)

7 01667 -0.3095 [[oo] [Iyol [irol [lool [1o7

8  +0.2440 +0.2002 [(yol  [igo)  [fool [igo) [lgol

9  -0.8667 -2.1117 [100] (1391 (130 [Tool [FD9

10 -04207 -2.1806 [oo]  [13o]  [i9] [135) (193]

Sumando todas las modificaciones de los pesos obtenemos

Neuronade salida 1l Awg Awi;  Awigz w10 w11 W12
+2.0 +0.3 +0.7 +1.7307 -0.0435 +1.2128

Neurona de salida 2 Awyg Awpy  Awpz Wpo Wp1 Wp2
-2.0 -5.4 -8.6 -2.5059 -5.1347 -7.6179

Este ciclo se repite hasta que, como resultado de las azto@lnes de los pesos, lared
clasifica adecuadamente todos los pares de entrenamistwoodurre, para las con-
diciones dadas por el enunciado, después de 13 ciclos ddiaatibn como muestra

la figura 1.14. Los valores de los pesos en ese momento son:

Neuronade salida 1 Awig Awyr  Awio w10 w11 w12

+2.0 +0.3 +0.7 -0.2693 -4.5435 +5.8128
Neurona de salida 2 Awpg Awpr  Awp: Wpo W1 W2

+0.0 +0.0 +0.0 +4.4941 -4.8347 -4.1179

La figura muestra también, para facilitar comparaciongso&cion inicial de los dis-
criminantes cuando los valores de los pesos son iniciaizalkkatoriamente y después
de 7 actualizaciones.



1.4 Tareas genéricas en Neurocomputacion

21

<
-1F Particion —
15k ¢ o  aleatoria .
20 I I I 1 I I I N I I I I
-2 -1 0 1 2-2 -1 0 1 2-2 -1 0 1 2
X1 X1 X1

Figura 1.14: Posicién de los hiperplanos separadores pajeneplo de clasificacion
en diversos puntos del proceso de aprendizaje.
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Capitulo 2

Retropropagacion del error

Obijetivo: El presente médulo se propone como objetivo introducir el grobable-
mente sea el método de aprendizaje méas popular en aplieadgieales. A medida que
vayamos describiéndolo, iremos introduciendo nuevosejaios que completaran y
extenderan el marco conceptual introducido en el capittierr.

2.1. Elformalismo matematico del algoritmo.

2.1.1. La arquitectura de la red

El algoritmo de aprendizaje basado en la retropropagaeibgrediente del error esté
disefiado para redes neuronales sin realimentafsédforward networken inglés).
La arquitectura mas simple es la de un perceptrén con masaleapa de procesa-
miento. Recordemos que el perceptron clasico esta contpdesina capa de entrada
(denominada a veces sensorial) cuya Unica misién es liedistias entradas y una
capa de procesado que si realiza calculo neuronal (suma&atadmas funcion de
activacion). En este capitulo nos centraremos en redesmees de la misma arqui-
tectura que el perceptrén (sin realimentacion ni intedacéateral), pero con dos o
mas capas de procesamiento. A estas redes se las conoce eaeptnes multi-
capa y nos van a servir de marco para la exposicién del pratesprendizaje por
retropropagacion del error aun cuando debe recordarsecggieremdltiples variacio-
nes que pueden aumentar la complejidad de la red sin modifitaxdamento tedrico
del algoritmo. Vamos a considerar, para fijar las ideas, gued esta compuesta de
tres capas unidimensionalesidg Ny y Ns neuronas cada una, llamadas capa de entra-
da (nput layeren inglés), capa ocultdidden layey y capa de salideoltput layey.
Las capas tienen conectividad total entre si (cada neumyn@fsinapsis con todas
las de la siguiente capa) y conectividad interna nula (nstexiconexiones sinapti-
cas laterales dentro de una misma capa). La figura 2.1.1 ragssfuematicamente la
arquitectura de dicha red. Como vimos en el capitulo antgr@miemos considerar la
salida de la red como una serie de funcionede RN enR, que para cada conjun-
to de valores de entrad®)” = (x1,%2,...,Xn,) NOS proporciona un vector a la salida

T = (Y12, ¥2(R), .-, i (X))
23
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X1 Y1 %
% X2 Y2 %
% XNe YNs %

Figura 2.1: Perceptron multicapa.

Cada problema tendré un espacio de entrada y uno de salidmeéesibnalidad dis-
tinta por lo que los valores d&e y N variaran dependiendo del caso concreto que
estemos tratando. El valor dy depende de las caracteristicas del espacio de entrada
por lo que no se pueden enunciar reglas generales relatatasalor en una aplica-
cion concreta.So6lo poseemos algunas indicaciones soBreaggos de valores son
mas adecuados. Mas adelante veremos algunas de estas paumatgerpretacion.

Como hemos mencionado anteriormente, la capa de entradalarninguna ope-
racion algebraica con su Unica entrada, de forma que la neude dicha capa envia
a todas las neuronas de la capa siguiente el waldras neuronas de la capa oculta
si transforman sus entradas en un valor distinto mediargeaojpnes matematicas.
Como vimos anteriormente, llamamos salida o activaciéradeslirona al resultado
de las operaciones realizadas sobre sus entradas. Deciml@sayquitectura de la red
va a ser la de un perceptrén multicapa porque las operadipeegan a realizar tanto
las neuronas de la capa oculta como las de la de salida sornslamsnque realiza el
perceptrén. Para neuronas de la capa oculta, estas opgrscansisten en multiplicar
las entradas procedentes de las neuronas de la capa apbesois pesos respectivos,
sumar el resultado de I&& multiplicacionesy, finalmente, aplicar la funcién de acti-
vacion al resultado. Empleando la notacion introducidd eagtulo anterior para los
pesos de una conexion sinaptica tendremos que la neurora gdpa oculta realiza
las siguientes operaciones:

Multiplica la entrada; por el peso de la conexién entre la neurona 1 de la capa
de entraday la neurona j de la capa oculba

= Multiplica la entradac por el peso de la conexion entre la neurona 2 de la capa
de entraday la neurona j de la capa oculig)

= Multiplica la entradaxy, por el peso de la conexion entre la neurdlale la
capa de entrada y la neurona j de la capa oculjg,}

= Suma el resultado de todos los pasos anteriores mas lazaalién como entra-
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Funcién Sigmoidea

Figura 2.2: Funcién de activacion sigmoide eoa 1y dos valores de la polarizacion,

wjo = 0 (linea continua) wjo = 2 (linea verde discontinua). En la leyenda de la figura
hemos considerado q@g no incorpora la polarizacion para hacer mas evidente su

efecto.

da de subindice cero:

Ne
aj = Wjo- 1+ Wj1- X1+ Wj2- X2+ ... + WjNe - XNe = %mji - X (2.2)
i=
= Aplicar la funcién umbral g al resultado:
Ne
yi =9(a) = g(_ijji %) (2.2)
1=

Recordemos que éstas son las transformaciones realizadas peuronas de un per-
ceptrony que hemos empleado la misma notacién que en allcegifiterior llamando
a; al resultado de sumar ponderadamente las entradas de tmagyrg a la funcion
de activacion.

Como se mencionaba en el capitulo anterior existen variasdnes de activacion
gue se pueden utilizar en neurocomputacién. Cada una dewella conferir unas
propiedades determinadas a la neurona o capa de neurorlasitjlieen. Hasta ahora
hemos visto dos funciones de activacion distintas: la fumpaso y la funcién lineal.
Aqui vamos a introducir una nueva funcién de activacion dgénada sigmoide. La
funcién sigmoide se define como

9@ :

" 1texp(—k-a) 23)

su derivada vale

d?i(? B (Ii éi);(p(_KK. a?;z =K-g(a)-(1-9(a) (2.4)

y su representacion gréafica se muestra en la figura 2.2 paaboek\= 1. Dicha figura
muestra en realidad dos graficas para dos funciones sigasade y sin polarizacion

Funciones de activacion
sigmoideas
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X1 Y1 ‘444%
4———$& Y2 4‘4‘%
H XNe YNs %

X =1 Yo=1

Figura 2.3: Perceptron multicapa con polarizaciones pm@das como neuronas de
orden cero y entrada unidad.

0 bias Como hicimos en el capitulo anterior, vamos a incorpomaplalarizaciones
afiadiendo una neurona de subindice 0 a las capas de entraditaysegin la figura
2.3. Enla grafica se distinguen dos regiones de saturaci@as gue el valor de la fun-
cion es constante independientemente del valor de la entyatha region intermedia
que depende linealmente del valorale

Se puede comprobar que la funcién paso empleada en el cegitigrior es un caso
particular de la funcién sigmoidea si tomamos el limitexdendiendo a infinito. En
realidadk es un parametro proporcional a la pendiente de la zona liredal funcién,
que se suele fijar de antemano sin que tenga un efecto impogarel proceso de
aprendizaje. En el desarrollo de la exposicién del algarjtvamos a suponer que las
dos capas de procesamiento (la capa oculta y la capa de)salida tener funciones
de activacion sigmoideas. La extension a funciones deamibi lineales se vera en
un ejemplo de aplicacion.

En dltimo lugar, después de la capa de entraday de la intéamedulta, encontramos
la capa de salida . Las neuronas de esta capa realizan la op&raion que las de la
capa oculta, es decir, suman ponderadamente sus entraelaplichn al resultado la
funcion de activacién, que, en esta ocasion, puede ser glgmo lineal.

2.1.2. El algoritmo de ajuste de los pesos

De acuerdo con la descripcion de la arquitectura hecha exctads anterior, vemos
que, efectivamente, podemos estudiar la red como una gNgfdnciones paramé-
tricas no linealegy (conk=1,2,...,Ns) de la entrad& dondeyy representa la salida
de la neuron&-ésima de la capa de salida. Decimos paramétrica porquaiemhes
yk dependen de los valores de los pesos de la red, y para cadatood¢ valores de
los pesos, la red seré equivalente a un conjunto distintardgdnesy.
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0.8 ,

0.6 C -
0.4F ) ’ - -

-1 -0.5 0 0.5 1

Figura 2.4: Representacioén grafica del conjunto de parestdenamiento.

El objetivo entonces es encontrar los valores de las conesioji que aproximen
mejor unas funciones objetivo dadas. Las funciones objgtiveden ser funciones
reales de variable real o funciones de clasificacién. Comuolevisto, en el primer
caso, diremos que se trata de un problema de regresion; egueldo, obviamente, de
clasificacion. Un ejemplo sencillo del primero seria el Egte: supongamos que dis-
pongo de una serie de pares|,t[n]) como los siguientes, que definen una funcion:

(<N}, t[n]) (xn], t[n]) (xn], t[n])
n=1 (-1.0,-0.9602) n=2 (-0.9,-05770) n=3 (-0.8,-0.0729)
n=4  (-0.7,0.3771) n=5  (-0.6,0.6405) n=6  (-0.5,0.6600)
n=7  (-0.4,0.4609) n=8  (-0.3,0.1336) n=9 (-0.2,-0.2013)
n=10 (-0.1,-0.4344) n=11 (0.0,-0.5000) n=12 (0.1,-0.3930
n=13 (0.2,-0.1647) n=14 (0.3,0.0988) n=15 (0.4,0.3072)
n=16 (0.5,0.3960) n=17 (0.6,0.3449) n=18 (0.7,0.1816)
n=19 (0.8,-0.0312) n=20 (0.9,-0.2189) n=21 (1.0,-0.3201)

Si representamos graficamente esos pares de puntos oltesdeefigura 2.4 en la
gue se puede comprobar que dichos puntos parecen dibujameién continua.

Pues bien, podriamos utilizar la primera componente de dosspcomo entrada de
una red cuya primera y Ultima capa tuvieran una Unica neyroeatrenar la red
(ajustar los valores de los pesos) para que la salida de leepedduzca la segunda
componente del par. En esa situacion y si el proceso de antrento ha sido correcto
en un sentido que matizaremos mas adelante, la salida dedan&una aproximacion
a la funcién que parecian trazar los puntos aislados, deafgqure si introducimos en
la entrada de la red valores de x comprendidos entre -1 y 1memertenecientes
a los pares de entrenamiento, la activagidle la Gnica neurona de salida de la red
serd una interpolacién a partir de los datos iniciales. L® agabamos de describir
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Regla delta

es un proceso de entrenamiento supervisado para una tamegresion (ver capitulo
anterior).

Ejemplos del segundo caso, el empleo de redes neuronakesapeas de clasifica-
cion, se han empleado en el capitulo anterior para ejengpléicentrenamiento de un
perceptron.

¢, Como se van a modificar los pesos en un proceso de entremaPrigialgoritmo de
retropropagacion del error consiste en darle a los pesoseginicialmente aleato-
rios, presentarle a la red entradas cuya salida conozcanwsparar el resultado con
la salida esperada. Si no coinciden (que es lo esperableopneshemos inicializado
los pesos aleatoriamente) modificar los pesos de forma aareoglen la clasificacion
disminuya y repetir ciclicamente este procedimiento haiséael error quede por de-
bajo de una cota minima que nosotros impondremos. Todo sst@epresado en un
lenguaje no muy clarificador. Vamos a ver matematicamem®ae haria. La exposi-
cion se hara con una notacion diferente a la empleada dingamde en la publicacion
gue di6 a conocer el método de retropropagacion ((RHW86]).

Llamemosa = (X[n],f[n]) al conjunto de ejemplos de que disponemos y a la salida
esperada correspondiente. En general, tendremos un ngraede de pares de entre-
namiento al que llamaremaos,; , aunque aqui nos restringimos a uno sélo (el primero,
X[1],T[1]) para no complicar la notacién. Ya hemos dicho que a los {&isy t[n])

se les llama pares de entrenamiento porque constan de @m platentrada y de su
correspondiente objetivo.

Si introducimos el vectox[1] compuesto dé&l. componentes, conk=1,2,...,Ne
en la capa de entrada de la red neuronal, obtendremos couoltadeslos valores
Yk a la salida (dond& puede tomar cualquiera de los valotes: 1,2,...,Ns). Este
resultado (que depende del valor de los pesos empleadesydifiel esperado que
hemos denominad®l] (un vector corNs componentety, k= 1,2, ...,N).

De entre las variadas formas de cuantificar el error comelidbtener logy vamos
a emplear el error cuadratico. Este se define como:

pd
)
pd

'S

: (tk — Yi)? (2.5)
1k=1

1 N
E(Q) =3 IfM] —yinj||> =

n=1 n

NI =

Esta férmula hace explicita la dependencia del error corogjuato de todos los
pesos al que hemos dado en llar@arEl error depende de los pesos a través de su
dependencia de las salidgs

Como deciamos mas arriba, vamos a realizar los calculosupadéaico par de en-
trenamientorf = 1) y comenzaremos por los pesos de la ultima capa. La forma mas
inmediata y sencilla de disminuir el error modificando losgseconsiste en actualizar
los pesos siguiento la direccién opuesta al gradiente denleidnE(Q) como vimos

en el capitulo anterior:

OE(Q)

Aoy = —a .
J a(*)kj

(2.6)

Para comprender esta formula (conocida coegba deltg es necesario entender el
concepto de gradiente. No nos vamos a ocupar aqui de justifieael gradiente de
una funcion en un punto marca la direccién de maximo crecitoide dicha funcion,
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pero se puede encontrar en cualquier texto de célculo etafhdbe igual manera,
el gradiente cambiado de signo apuntara en la direccién demaaisminucion que
es precisamente lo que estamos buscando: disminuir ladiueeror. En el capitu-
lo anterior nos hemos referido a esta estrategia de minaidizacomodescenso del
gradiente La regla delta es un ejemplo de este tipo de estrategjies.el parametro,
ya introducido en el capitulo anterior, que permite ajuktarelocidad de aprendi-
zaje. Como vimos, es un numero real que podemos ajustar paral@roceso de
aprendizaje sea mas o menos rapido (valores pigximos a 1 daran velocidades de
aprendizaje altas e inestabilidadiizeversgpara valores préximos a 0). La eleccion
dea esta sujeta a condicionamientos que se trataran en otrtadpapero no es tan
directa como la frase anterior pudiera dar a entender.

En lo que sigue, vamos a calcular el valoriie, 1, es decir, la modificacion del peso
de la conexién entre la neuropa- 1 de la capa ocultay la neuroka:- 1 de la capa de
salida. El procedimiento de calculo de Ny (dondek es el subindice de la neurona
de salida yj el de la neurona oculta) cualquiera se puede obtener porajizaeion
a partir del calculo siguiente. Es importante sefialar qyeadedimiento que vamos
a desarrollar a continuacién es valido Unicamente parasp@s@onexiones entre la
capa oculta y la capa de salida. El procedimiento para @altag actualizaciones de
los pesos de las conexiones de neuronas de la capa de emtnatizuconas de la capa
oculta se mostraran mas adelante en esta misma secciontirdgdea ecuacion 2.6
aplicando la regla de la cadena tenemos
OB _ O Oy 2.7)
Oduxj  Oyk 00
donde ya hemos omitido por razones de claridad la deperaldaEi con Q. El pri-
mer término de la derecha se puede obtener derivando paecité respecto ¥ la
férmula 2.5 con lo que se obtiene

E
— = —(tk—VY) = - 2.8
Vi (t — Y&) K (2.8)

donde hemos empleado la notac&rpara referirnos & — y«). En lo que respecta al
segundo término, tenemos que

Oy _ 99(3 20 txjY)) . (3120 xjY;)
00X 0uX; 0uX;
donde, por claridad, hemos supuesto guel y hemos sustituido la expresion de

=0k (1—av =o-(1-g0-y; (29

No
g(ak) =a() wxjyj) (2.10)
J;) iYi

porgk. Por lo tanto
Aoxj = o - O- gk~ (1— k) -Yj (2.11)
Vamos ahora a tratar de extender el formalismo a las conesiemntre neuronas de la
capa de entrada y neuronas de la capa oculta. Para la madifickeccualquiera de
esas conexiones tendremos
oE OE 0y;

A(Joji = —q = —

= —- 2.12
aw,—i ayj aooji ( )

aDe igual manera no se justificara la regla de la cadena dead&nivpor lo que se recomienda al lector
que aproveche la ocasion para refrescar la memoria solwe éstbs aspectos del Calculo.
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Para calcular la primera derivada de la derecha tendremosarta queE(Q) no
depende directamente de ningfjr{es decir, no depende directamente de los valores
de activacion de las neuronas de la capa oculta). Efectiviania ecuacion 2.5 nos
indica queE(Q) depende de los valores de activacion de las neuronas dedaleap
salidayy y solo a través de éstas e indirectamente, de los valorgs @er lo tanto,
sera necesario aplicar la regla de la cadena para compodeitiinciones:

oE oE ayk

2.13
ayj Z a)’k ayj ( )
Puesto que para neuronas de la capa de salida, hemos empleatirion
oE
— =-9 2.14
D K (2.14)

ahora podemos, por analogia, llamadj a la derivada parcial de la funcion de error
respecto al valor de activacion de la neurona de la capaaggulEntonces,

oE oE ayk
—0i 2.15
a)/J Z ayk aYJ % ( )
Ya conocemos que
o0E
= —(tr—Vi) = —O 2.16
vk (tk — k) K (2.16)

y podemos calcular que

v 99(3)% oWqYy)

=0k (1—0k) - i 2.17
3, 3, Ok (1— Q) - 0 (2.17)
de donde
0 s S g (1 g0 B (2.18)
ayj =—0j= k;gk Ok) - Ok - ;- .
Por otra parte,
dy; _ 0g(Fieoiix) _ Ny
doy = oy 9 (-G (2.19)
donde de nuevo se sobreentiende que
Ne
=9g() wjix) (2.20)
i; JIA
Combinando 2.18 y 2.19 con 2.12 obtenemos finalmente
iji:a-éj-gj-(l—gj)-xi (2.21)
0, resumiendo todo el proceso, que
oE 0E oyj
Awjj =—0-— =—0- =da-9;- 1-gj)-X% 2.22
JI aw“ ayJ aw“ I gJ ( gl) | ( )
con
Ns
51 = ng-(l—gk)-ék-wﬂ- (2.23)
K=1
y

No Ne
O =09() uxjyj) gj =9() wjixi). (2.24)
k J; iYi j i; i
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Resumen de la notacién empleada:

= NUmero de neuronas en cada cagapara la capa de entrads, para la capa
oculta,Ns para la capa de salida.

= Vector de entrada a la red neuroridh] = x1, %2, ..., Xn,-

= Objetos de la capa de entrada: subindicds la capa ocultg, de la de salida,
k.

= Peso de la sinapsis que conecta la neurona i (capa de entoadia) neurona j
(capa ocultajpji. Peso de la sinapsis que conecta la neurona j (capa ocutta) co
la neurona k (capa de saliday};.

= Suma ponderada:

Ne No
aj:%wm akzzomkj'YJ-
i= j=
= Funcion de activaciom; = g(aj) (para neuronas de la capa ocult@e= g(ax)

(neuronas de salida).

= Salida de una neurongj(corresponde a la salida de la neurgnade la capa
oculta eyk a la neuron& de la capa de salida):

Ne No
i =g(aj)=g(zjuxj X)) ykzg(ak)=g(2)wj-yj)-
i= =

= Conjuntoa de entrenamiento: conjunto flg pares compuestos por un vector
de entrad&[n] y su correspondiente vector de salida espefajocon n =
1,2,....,N;.

= Funcion de errorE(Q).

= Coeficiente de aprendizaje:
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Ejemplo 1 (Retropropagacion del error): Disefiar una red de tres capas con una sola
neurona en la capa de entrada, 5 neuronas en la capa ocullangurona en la capa
de salida y con funciones de transferencia tipo sigmoidaeapa oculta y lineal en

la de salida, para el siguiente conjunto de entrenamiento:

x| tin] | xin] __ tn]

n=1 -1.0 -0.9602 n=12 0.1 -0.3930
n=2 -09 -0.5770 n=13 0.2 -0.1647
n=3 -0.8 -0.0729 n=14 0.3 0.0988
n=4 -0.7 03771 n=15 0.4 0.3072
n=5 -0.6 0.6405 n=16 0.5 0.3960
n=6 -0.5 0.6600| n=17 0.6 0.3449
n=7 -0.4 0.4609| n=18 0.7 0.1816
n=8 -0.3 0.1336| n=19 0.8 -0.0312
n=9 -0.2 -0.2013 n=20 0.9 -0.2189
n=10 -0.1 -0.4344 n=21 1.0 -0.3201
n=11 0.0 -0.5000

Nota: Supongamos que la velocidad de aprendiaajale 0.1.

Solucién: Es muy importante tener en cuenta que en la resolucion dellggna vamos
a introducir una novedad (ya anunciada al presentar ladardg activacion sigmoi-
dea) respecto al formalismo mateméatico descrito en estadse®| enunciado dice
explicitamente que la neurona de la capa de salida procesana ponderada de sus
entradas con una funcién de transferencia lineal y no cosignaoide. Esto significa
quegk = g(ak) = ax 0, de forma més detallada y omitiendo la refendia a

5 5
Ok =9() Wjyj) = ) ;-

&= 2
Por lo tanto, la ecuacién (2.9) deberéa ser modificada:

ok 09(T5_oWxYi) (T3 oY)

= = =Yj

awkj awkj awkj

Finalmente, la férmula para la actualizacion de los pesda dapa de salida sera:

9E(Q) IE  dy
AW = —0f - =0 — -2 — -0V 2.25
0] B YR k- Vi (2.25)

Ademas, habra que modificar la ecuacién de actualizaciéosiedsos de la capa
oculta (ecuacion 2.17) que quedara

i 09(3 1 oWYi) (5% o0xYy)

= = = Wi 2.26
3y oyj oy ’ (2:20)
de donde, para la neurofae la capa oculta tendremos
G]= Re
=8 == 5 & (2.27)
oy : k;) :

Dado queNs = 1 podemos sustituir el subindikesn todas las expresiones anteriores
por un 1. La ecuacion 2.22 no sufre ningiin cambio salvo queadh@iene dada por
la ecuacion 2.27.
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Figura 2.5: Red neuronal del ejemplo.

El esquema de nuestra red neuronal se muestra en la figuna&l.§we hemos afadi-
do neuronas adicionales con subindice cero, cuyas saljgag son siempre iguales
a 1y cuyos pesos son precisamente las polarizaciones quenmpeintroducir (ver
capitulo anterior). Para el caso de funciones de activaw@igmoideas, la forma de
introducir las polarizaciones es la misma: afiadir una rmeuficticia de salida igual
a 1 en la capa anterior e interpretar los pesos de conexiéa lzmpolarizaciones de
las funciones de transferencia correspondientes.

Teniendo todo esto en cuenta y suponiendo una inicialinad#dlos pesos y polari-
zaciones aleatoria ya podemos empezar a iterar el algodénetropropagacion de
los errores. Sean los pesos de las sinapsis de la neuronaradeecon las de la capa
oculta los siguientes: En lo que sigue se va a detallar elgrppaso del procedi-

Entrada—Oculta | Oculta—Salida
wm1=-35 wo=by=-08155| w1 =+0,0594 wyo=h;=-0,1650
w1=-35 wpyo=hy=+0,1359 | wyo=+0,3423
Wz =435 wzo=bs=+23168] wy3=—09846
w1 =435 wao=bs=—32580| cors= 02332
ws1=+35 wsg=hs=-3,1258| wy5=—-0,8663

miento iterativo de célculo de los pesos de la red. El algaritle retropropagacion
del error consistira en reproducir los célculos descritsdque la funcion suma del
error cuadratico medio sea menor que un cierto valor quadenmesnos suficiente.

1. El primer paso consiste en calcujgqrpara cada una de las neurona de la capa
oculta. Como se puede comprobar, las neuronas de la capdrddaeno son
propiamente neuronas en la medida en que no procesan leax@m recibida
sino que se limitan a transmitirla a las neuronas de la cajpgesite. Dada la
primera entrada = —1, el valor dey; para cada neurona de la capa oculta sera
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35x -1

(1x —0,8155 + (— ) = 42,6845
(1x 40,1359 + (—35 x —1) = +3,6359
(1x 42,3168 + (+35x —1) = —1,1832
( ( )=

(

a1
a
d=| as
a4 1x —3,2580 + (+35x —1) = —6,7580
1x —3,1258 + (+3,5x —1) = —6,6258

g(+2,6845 0,9361
0(+3,6359 0,9743
y=9@ =] 9(-1,1832 [ =| 0,2345
9(—6,7580 0,0012
g(—6,6258 0,0013
Donde el primer elemento del vector corresponde a la primeuaona de la
capa oculta, el segundo a la segunda neuronay asi sucesteame

2. El segundo paso consiste en calcular la salida de la Upio@na de la tercera
capa o capa de salida para el valor de entrada-1. Su valor seria

y1 = g(a1) = g(—0,0082 = —0,0082
3. Elerror cometido por la red neuronal para el valor de eatxa= —1 es
01 = (—0,9602+ 0,0082 = —0,9520
donde -0.9602 es el valor de la salida esperado para dictadar{ver enuncia-
do del problema).
4. Recalcular los pesos de la segunda capa: De acuerdo comialé 2.25
Aw1=0-01-y1=0,1-(—0,9520 -0,9361= —0,0891
Awp1 =0,1-(—0,9520 -0,9743= —0,0928
Awgy = 0,1-(—0,9520 - 0,2345= —0,0223
Awgy = 0,1-(—0,9520 -0,0012= —0,0001
Awsy = 0,1-(—0,9520 -0,0013= —0,0001

5. Recalcular los pesos de la primera capa: de acuerdo cecuasiones 2.22 y
2.27 tendremos

Awji =a-3j-gj-(1—9gj) X

Aoy = 0,1-(—0,9520-0,0594) - g(2,6845 - (1 — g(2,6845)) - (—1)
Aoy = 0,1-(—0,9520-0,3423 - g(3,6359 - (1 —g(3,6359) - (—1)
Awsy = 0,1 (—0,9520- —0,9846) - g(—1,1832) - (1 — g(—1,1832) - (~1)
Aoy = 0,1+ (—0,9520- —0,2332) - g(—6,7580) - (1 — g(—6,7580)) - (—1)
Awsy = 0,1- (—0,9520- —0,8663 - g(—6,6258) - (1— g(—6,6258) - (—1)

PRecordad que la funcién de activacion o transferencia delmoma de salida es lineal y qae se
calcula segin

a = 1. —0,1650+ 0,0594- 0,9361+ 0,3423-0,9743— 0,9846.0,2345 0,2332-0,0012— 0,8663 0,0013= —0,0082

Al reproducir estos célculos tengan en cuenta los erroresdisdeo.
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Parax = —0,9 repetiriamos el mismo procedimiento sustituyendo -1 P& en la
entrada y recalculando las salidas de todas las neuronas dagas oculta y de salida
y los pesos de las conexiones entre todas las capas. Asivemeeste para los 21
valores que van desde -1 hasta 1 en intervalos de 0.1.

Este procedimiento general, admite pequefias variacianeseran tratadas en sec-
ciones posteriores. Baste recordar aqui que, ademas dsilalidad de aplicar las
correcciones de los pesos obtenidas para cada par de enigat@inmediatamente
después de realizado el célculo (entrenamiento secugreigte la posibilidad de ir
acumulando las modificaciones y aplicarlas sumadas al fahdldque (entrenamien-
to por lotes).

Al final de cada actualizacién se compara el error obtenidceeterror que nos haya-
mos fijado como meta. Si aquél es menor que éste se detiearaledn y se fijan los
pesos.

2.2. Aspectos metodologicos del entrenamiento de una
red neuronal.

En lo que sigue, vamos a revisar algunos aspectos del prdeesprendizaje de es-
pecial relevancia. El primero de ellos se refiere a la forntar@en que debemos
presentar los datos a la red.

2.2.1. Preprocesado de las variables de entrada/salida.
Normalizacion/Estandarizacion

En principio, una red neuronal como las que estamos estaliam este capitulo no
€s mas que un mapa entre un espacio de entrada y uno de sasimnibs que, a
un vector del espacio de entrada, la red le haga correspondefel de salida donde
cada uno de esos espacios esta compuesto de variablessdigaignificados precisos
para el creador de la red. Por ejemplo, si quisiéramos fitartnimeros a partir de
imagenes digitales, las variables de entrada serian losegatle intensidad de los
pixeles de la imagen.

Dada la naturaleza de las redes neuronales, no se puedetalelcposibilidad de
entrenar una red con los datos de entrada/salida tal y codefisen en la especifica-
cion del problema y obtener un rendimiento que cumpla lag&®tivas iniciales de
la fase de disefio. Sin embargo, podemos pensar en muchasstiecias en las que
una transformacion previa de las variables mejora el releditm de la red o incluso
es imprescindible para su correcto funcionamiento. Lastexmacion mas sencilla es
la normalizacién o estandarizacion de las variables de@atolvamos al caso del
conjunto de entrenamientodeN, elementog[n] conn=1,2...N,. Podemos definir
la media de cada variabiele los vectores de entraga@el conjunto de entrenamiento
como

1N

N nzl

% x[r] (2.28)
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y la varianzao? como

2 1 g
of = N 1n:1(xi [N —x)2. (2.29)
Entonces, la transformacion
xfn] - X=X (230)

da como resultado que la varialb®me en todo el conjunto de entrenamiento valores
cuya media es cero y cuya desviacion estandar es 1. Si reelgntransformacion
para todas las variables del espacio de entxada, ..., X\, tendremos que todas las
variables tendran las mismas propiedades estadisticasanadas.

Es cierto que por la propia definicion del perceptron, estasformacion es innece-
saria porque la primera capa de neuronas realiza una operdeireescalado en la
gue se podria incluir la normalizacién. Sin embargo, de festaa conseguimos que
todas las entradas de la red tengan valores del mismo orderageitud y, por lo
tanto, también los valores de los pesos estaran en el mismgo.reinalmente, la ini-
cializacién aleatoria de los pesos con valores dentro deresgos dara lugar a una
convergenciarapida del proceso de aprendizaje y evitastahcamiento en minimos
locales. ¢ Sabria explicar intuitivamente por qué?

El lector atento ya habra observado que el proceso de naanilh reduce la can-

tidad de informacion que pasamos a la red neuronal puestbeyues eliminado las

diferencias de magnitud entre unas variables y otras. Esefiador de la red neuronal
quien debe evaluar la importancia de esa informacion y sidoficios que obtene-
mos en el proceso de aprendizaje gracias a la normalizagfigan esa pérdida.

Una dltima consideracion sobre otro tipo de cambios de &stal normalizacion
propuesta anteriormente admite diversas variantes ng tbeléa misma utilidad. En
particular, una transformacién muy popular consiste eeihgge las componentes de
los vectores de entrada se encuentren en el intervalo [iplgxiste ningun beneficio
en ello y es en general preferible que la escala esté cerdradaro, por ejemplo,
llevando los valores de entrada al intervalo [-1,1].

Complecion de patrones

Otro tipo de preprocesado es la complecién de los patronestores de entrada.
Pensemos, por centrar las ideas, en un caso de clasific&ién.bien, en muchas
ocasiones, la recoleccién de un conjunto completo de efsd las clases que que-
remos reconocer con la red neuronal es una tarea complicadasgn inhabituales
situaciones en las que no disponemos de suficientes cassen®Res que el conjunto
de entrenamiento no sélo debe contener instancias de toslea$os que queremos
tratar sino que ha de hacerlo en proporciones similares quassperamos que se
encuentre la red durante su funcionamiento real. Ello ivapdil aprovechamiento de
ejemplos que serian desechados si dispusiésemos de unzagtalad de casos, en
particular algunos cuyos vectores de entrada son incoawplEkisten varias formas
de completarlos con el fin de poder utilizarlos como ejemgmgntrenamiento. La
primera de ellas consiste en dar a una variable ausente dendm p vector de entra-
da el valor de la media de los valores de esas variables eados de entrenamiento
en los que si estan presente. Otra posibilidad es realizaragresién con los va-
lores disponibles y rellenar los vacios con las predicdaie la funcion obtenida.
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Ambas posibilidades sesgan el patron de entrada de formaseada, aunque evi-
dentemente la segunda presta mas atencion a la parte deldecfue si disponemos.
Su principal desventaja es que emplear una funcion de régnesplica obviamente
infravalorar la covarianza de los datos. La solucion masatde pasa por buscar los
valores que maximizan la verosimilitulikelihood, en inglés) y emplear un algoritmo
EM (expectation-maximization, ver [GJ95]).

Seleccién de caracteristicas. Andlisis de componenteseipales.

Para terminar esta seccidn, vamos a mencionar otra potiple éel preprocesado de
los datos que consiste seleccionar de entre todas las @os#niiables de entrada a la
red que hemos considerado inicialmente un subconjuntomoimprescindible para
la realizar la tarea que hemos encomendado a la red. En lacprda subconjunto
no es minimo sino un compromiso entre un nimero manejableXoesivamente
grande) de variables y un rendimiento de la red aceptablga@®ente si disminuimos
demasiado el nimero de variables de entrada nos encontracemredes neuronales
muy manejables, con pocas entradas y ciclos de aprendégagos pero a costa de
disminuir el rendimiento de la red por haber prescindidoatéables importante para
la tarea. En el extremo contrario, podemos incluir demasiadriables de entrada,
algunas fuertemente correlacionadasy, por tanto, redtiesldo que resulta en redes
a las que proporcionamos toda la informacién de que dispos@ero que presentan
ciclos excesivamente largos y a veces un rendimiento stilh@precisamente porque
se le hace llegar informacién de forma indiscriminada.

En la bibliografia citada al final del texto se cita en numasoscasiones lo que en
inglés se conoce conmurse of dimesionalitiBD62] y que podriamos traducir al cas-
tellano como la maldicién de la dimensionalidad (aunqueipoabs traducirlo alter-
nativamente como elzote de la dimensionalidadonservando un sentido parecido).
La expresion hace referencia precisamente a los efectogjpsos que la sobrea-
bundancia de entradas tiene sobre el rendimiento de unaetedmal. Para explicar
intuitivamente su significado, volvamos a la descripciémda red neuronal dada en
el capitulo anterior. Alli veiamos cémo un problema de rsigré era equivalente a
encontrar una funcién
fiRNe - RN, (2.31)

dondeRMNe era el espacio de entrad®{* el de salida. Lo que nos interesa aqui es que
para reconstruir esa funcidn(es decir, para entrenar la red neuronal) necesitamos

ejemplos que cubran la mayor cantidad posible del espacniiadaR™e. La repre-

sentacion sera tanto mejor cuanto menor sea la distancm @rdlquier caso nuevo
gue se le presente a la red y el ejemplo mas préximo empleadbemtrenamien-
to. Pues bien, se puede probar que el nUmero de ejemplosextpoaencialmente

cuanto mayor es la dimensidf del espacio de entrada si queremos que esa distancia

minima entre un vector cualquiera y el ejemplo mas proximmaetenga constante.
Ese crecimiento exponencial implica que la complejidadadest! y los tiempos de

entrenamiento crecen muy rapidamente con la dimensi@ubdidl espacio de entrada
ademas de requerir conjuntos de entrenamiento imposiblesmkseguir en la prac-

tica. Por ello, en muchos casos se requiere disminuir larsida de dicho espacio

eliminando algunas variables de entrada y combinandotes &in

dEn realidad, los problemas de clasificacién también puegleinterpretados como un caso especial de
regresion y viceversa.

Azote de la dimensiona-
lidad
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Existen varias formas de seleccionar las variables o camlzines de variables que
gueremos utilizar como entrada a la red neuronal pero aguvamos a restringir

a un formalismo general de gran utilidad en muchos campoarddisis de datos:

el andlisis de componentes principales o transformaciéKataunen-Loéve. Para
exponer dicha transformacion necesitaremos repasaradgronceptos de Algebra
propios de cualquier curso de Mateméaticas de primeros sutscacarrera técnica.
Entonces se estudiaba que un vectorNdecomponentes reales se puede expresar
como una combinacion lineal de los vectores de una baBé'de

Ne
= 3 2i-G (2.32)

donde es la base vectorial dgNe y z[n] son los coeficientes del vector de entrada
X[n] en dicha base. La base fundamental del método es seleccioadrase d&Ne

en la que cada sumando de la suma de términos de 2.32 sea devalenabsoluto
que el anterior. De esta forma, podemos aproximar cualgeorx[n] del conjunto

de entrenamiento por la suma por Msprimeros términos correspondientes a dicho
vector mas lodNe — M restantes con los mismos coeficientes para todo el conjento d
entrenamiento. Si inicialmente necesitibamodNgsalores de entrada para especi-
ficar el ejemplaX[n] ahora nos bastaran 1d4 primeros porque las componentes del
resto son iguales para todos los vectores de entrada deintorge entrenamiento,
lo que implica una reduccioén efectiva de la dimension deheispde entradas. En
resumen tenemos que

M Ne
X[n] ~ X[n] = Z\Zi [n]-Gi + bi - Ti (2.33)
i= =M1
dondeb; conM < i < Ng son losNe — M coeficientes constantes para todo el conjunto
de entrenamiento.

Al hacer constantes los Ultimos coeficientes del desarestlaremos cometiendo un

error
Ne

-5 = S (3l -b)-G (2:34)

Asi pues, se trata de reducir la dimensionalidad del esplecemtrada desdé. hasta
M encontrando unos valoresy una base de vectores en la que el error cometido sea
minimo. Minimizando el error cometido y empleando multiptiores de Lagrange se
obtiene que

1%

bi = IR z[n] (2.35)

€ n=1
y que la bases; que necesitamos es la base de autovectores o vectoresspdedm
matriz covarianza>

2= (Xn-%)- (X -%)". (2.36)

En resumen, dado un conjunto de entrenamigné@mpuesto d&l, vectoreX[n], el
procedimiento consiste en:

®En la definicion de la matriz covarianza dada por la férmuB$ 210 aparece un factqugl—71 que el
lector puede encontrar en algunos manuales en la bibliagfah este caso hemos preferido mantener la
definicion de uno de los mejores textos de este area ([Bis®9p que dicho factor se ha omitido.
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1. calcular la media de todos los vectoxes ﬁ S Xnj;
2. calcular la matriz de covarianza seglin 2.36 y sus valovestpres propios;

3. seleccionar loM vectores propios correspondientes aNbsalores propios de
mayor valor absoluto;

4. proyectar los vectoregn| del conjunto de entrenamiento en la nueva base de
vectores propios.

Ejemplo 2 (Karhunen-Loéve): Supongamos que queremos entrenar una red neuronal
para que distinga el siguiente conjunto de vectores a jpi@rtina Unica caracteristica:

X[1] x[2] Xx[3] x[4] x[5] x[6] x[7] Xx[8] x[9] x[10]
Componentx« 25 05 22 19 31 23 20 10 15 1.1

Componenty 24 07 29 22 30 27 16 11 16 0.9
Clase A B A A A A B B B B

El vector medio de este conjunto de entrenamientlexl, 1,91) y, puesto que los
vectores de entrada son bidimensionales, la matriz deieozartendra dimensiones
2x2ysera

[ 5,549 5539 } (2.37)

5539 6449

Para calcular los autovalores/autovectores debemosrerpigar calcular el deter-
minante

’5,549)\ 5,539 ’ (2.38)

5539 6449\

lo que se traduce en obtener las raices del polinomio de degrado\? — 11,998\ +
5,105. Las raices del polinomio son los autovalores que estdmscando, en este
caso 11.556 y 0.442. Para obtener los autovectores debemwsira la definicion de
autovector. Segun ésta, tendremos que

5,549 5539 Vi| V1
[ 5,539 5449] { vz } =M [ Vo } (2.39)
Parah = 11,556 la ecuacién anterior se convierte en el sistema de emnexi
5549-v1+5539-v, = 11556-v; (2.40)
5539-v1+6,449-v, = 11556-v, (2.41)

y su solucién es el vector propio correspondiente (-0.60835); el segundo auto-
valor es 0.442 y su vector propio (-0.735, 0.678). Dado qudirkccion de maxima
varianza viene dada por el autovector del autovalor de megior absoluto, ésta
vendra dada por primer vector propio. Recomendamos ernidameente al lector que
represente graficamente los vectores de entrada antesyédatpsustraerles el vec-
tor medio y que trace los vectores propios sobre dicha grafitente contestar a las
siguientes preguntas:

1. ¢Qué direccién marca el vector propio correspondientagbr autovalor?

2. ¢Qué ocurre cuando proyectamos los vectores de entdagadioho autovec-
tor?
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3. Al deshacernos del segundo vector propio ¢Estamos pdadi@formacion
esencial para la tarea de clasificacion?

4. Elmétodo de Karhunen-Loéve ¢ tiene en cuenta la claseue lpegtenece cada
vector de entrada?

5. ¢Se le ocurre otra division del conjunto de entrenamiemtdases para la que
el método de Karhunen-Loéve no sirva o implique una pérditia tle la posi-
bilidad de clasificar?

El equipo docente de la asignatura ha escrito un pequefiogmagen c++ para ge-
nerar diferentes conjuntos de datos que ilustren la apdicage la transformacion
de Karhunen-Loéve. Con él, el alumno puede comprobar qoédgpreduccion de
la dimensionalidad realiza la transformacién y, sobre toge hay casos en los que
esa reduccion no se debe aplicar porque elimina toda pdsithitle resolver correc-
tamente el problema planteado. El programa en cuestioremerddescargado de la
pagina web de la asignatura y hace uso de la libreria gsl (Gtiéh®ic Library).
Para compilarlo en un sistema unix utilice el siguiente autoa

g++ gen-KL.cpp -lgsl -Igsicblas -0 KL

KL generaun fichero con 200 puntos, 100 pertenecientes a \seagela denomina A,
y 100 a la clase B. Cada punto viene dado por dos componapntes,, extraidas de
una distribucién de probabilidad gaussiana bidimensid&ialespera ocho parametros
en linea de comandos: el coeficiente de correlacion de fbdision de probabilidad
gaussiana para la clase A, idem para la clase B; la variariagdienera componente
para los miembros de la clase A, idem para la clase B; la wmide la segunda
componente para los miembros de la clase A, idem para la@jgasd desplazamiento
horizontal y vertical de los centroides de las dos clases.

Ademds de generar los datéd, calcula la matriz de covarianza, sus autovalores y
autovectoresy, éstos Ultimos, los escribe al final del fiklerdatos. El primer auto-
vector corresponde al autovalor de mayor valor absolutonigtanto, a la direccion
de maxima varianza.

Recomendamos al alumno que genere diferentes conjuntatake\dhriando los pa-
rametros de entrada al programa. Puede representarlosamdplgnuploty el fichero
de comandos que se proporciona en la misma direccion wel guegeamakL .

El lector deber recordar que el objetivo de la transformad&Karhunen-Loéve (en el
contexto en el que la hemos presentado aqui, es reducir éadionalidad del espacio
de entrada. Puesto que los puntos que geidkerastan en un espacio bidimensional
(s6lo tienen dos componentes) la reducciéon de dimensdathtiolo puede ser de dos
variables a una mediante la proyeccién de los puntos dederdgabre la direccion que
marca el autovector asociado al mayor autovalor. Dichaqu@yn se realiza mul-
tiplicando escalarmente el vector de entrada por el autorddnalmente, podemos
preguntarnos si, tras la reduccion de dimensionalidagydosos en espacio reducido
(unidimensional) son separables. Para ello, recomendapesentar el resultado de
la proyeccién en gnuplot con el comando

plot 'KL.points’ u ($1*av11+$2*av12) index 0 ,\
'KL.points’ u ($1*av11+$2*avl2) index 1
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Figura 2.6: Ejemplo de problema de regresion en el que, deonles puntos naranja
son pares de entrenamiento y se desea obtener la funciéraggeneepresentada en
trazo negro continuo.

donde avll es la primera componente del autovector asoalaahayor autovalor
y avl2 su segunda componente. Ademas de en el fichero de Kalidaints, los
valores de los autovalores y autovectores asociados sanaaos en pantalla por el
programa. La pagina web desde la que se puede descargaigd &dehte sugiere
algunos valores de prueba para los parametros del programa.

2.2.2. Descomposicion del error. Definicion de términos. El com-
promiso entre sesgo y varianza

Considérese la figura 2.6 en la que se muestra un problemgrésidn parecido al de
la figura 1.12. La curva continua representa una funcién geas puntos alrededor
de la curva han sido obtenidos a partir dicha funcion afiddienido gaussiano.

En dicha figura se ejemplifican los dos casos extremos a losagipuede llevar el
entrenamiento inadecuado de una red neuronal. Por un laddjoero insuficiente de
neuronas en la red neuronal o un entrenamiento insuficieapoionan funciones
de regresion suaves como la recta discontinua azul peroegudtan en un ajuste
pobre a los datos de partida: no son suficientemente flexibhas para ajustarse a los
datos; en el otro extremo, un entrenamiento excesiver(ittingen inglés) de una red
suficientemente compleja haré que la curva ajustada (tr@zmja discontinuo) pase
por todos los puntos empleados en la regresion (dando lugdo panto a un error
nulo para el conjunto de entrenamiento), pero alejandasésaio tiempo de la curva
suave que origino los datos distorsionados por el ruidedltontinua). El objetivo de
un entrenamiento adecuado es el de encontrar un punto de@misp entre ambas
soluciones, esto es, la curva sinusoide continua que dij@mm los datos. Una red
sobreentrenada ajusta los datos de entrenamiento pentstia(error cero) pero, ante

El sobreajuste
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un dato nuevo no contenido en el conjunto de entrenamieaté,gredicciones mas
erradas que la curva suave. Lo que necesitamos, por tamfoeéds red neuronal no se
limite a reproducir exactamente el conjunto de entrenaimjesmo que a partir de él
sea capaz de generalizary realizar predicciones corigatasiuevas entradas. Vamos
a ver por qué a este compromiso se lo conoce como el compraesgm-varianza
(bias-variance trade-oéh inglés).

A continuacion vamos a realizar un experimento mental qseva@ permitir conocer
algo mas sobre la naturaleza del error que va a afectar aubeiatgd neuronal que
construyamos. Para ello, necesitamos imaginar que en diggan solo conjunto de
entrenamiento, tenemos varios con el mismo nimero de fafggada uno.

Supongamos, como hemos hecho anteriormente, que emplaaafascién del error
basada en la suma de cuadrados (ecuacion 2.5 que reprodwceantinuacion)

Na Ns

1 N -
:5 Z n[|* = 2 Zztk*Yk

donde recordamos qligepresenta un vector salida del par de entrenamiefitee
presenta el vector obtenido por la red neuronal para lagatarrespondiente al par
al que pertenedé

Esta ecuacion esta basada en la suposicion de que trabajamas conjunto de
entrenamiental deN, elementosy de que la red neuronal tiene un espacio de salida
de dimensiéNs. Para simplificar, tomemdss = 1 con lo que

1 Na = , 1 )\ 5
£@) =5+ 3 -5 =5- 5 () @.42)

Llamemos» al conjunto de todos los conjuntos de entrenamiento de nouesperi-
mento mental (todos ellos, como deciamosNdeslementos). A partir de cada con-
junto de entrenamiento, obtendriamos una red neuronaitdigiue generaria un valor
dey diferente. Pues bien, para cada uno de ellos podemos et&sbima a la derecha
de 2.42 como

N, N N,
St-yP=5(y-12=3 (Y- Eoly +Ealy] -1)? (2.43)
n=1 n=1 n=1

dondez,, [y] representa el valor esperado de la salida de la red neuraraépcon-
junto de salidas generadas por cada conjunten ©. Esto es, dado que para cada
vector de entrada tenemos\,, salidasy de cada una de ldd,, redes neuronales
obtenidas a partir de Id¥,, conjuntos de entrenamiento, podemos pensar en el va-
lor esperado dg como la media de dichay,, valores. Reordenando los términos y
realizando sencillas manipulaciones obtenemos

N Nz

> Y- Eo M+ EnY—)2=Y (Y= E0 V) +(£0 M~ 1)+ 20y~ £0[Y]) (£ Y] 1)
i " (2.44)
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Si ahora queremos calcular el valor esperado del error (gdieégser, para fijar ideas,
la media deE(Q) para losN,, conjuntos de entrenamiento) tendriamos

N,
EoEQ@) = 5-EalY (/= Eo D)+ (Eal] ~02+ 2y~ £ D)(Ea] 1)
N,
= 33 ol Eo B+ o l(Ea b U7+ Eal2y— £ bi) (oD 0]
N,
= 53 Ealy- Eab)+ (20 -V (2.45)

donde hemos tenido en cuenta que

Ep[(Ep[Y] _t)z] = (Eply] _t)z (2.46)

puesto que la media d¢, nimeros iguales es ese mismo nimero, y que

1) Ep[(Y—Ep Y]]
—t)- (5 Y - Eo[y]) = 0.

oY= ZpY)(Ea -] = 2]

(2.47)

Asi pues, hemos llegado a la conclusién de que, si pudiéreanes muchos conjun-
tos de entrenamiento, el error promedio que obtendriamdesmmpondria en dos
términos:z, (Y — £, [y])?] Y (£, [y] —t)2. Al primer término se lo conoce como va-
rianza y representa la dispersion de los valoreg ditenidos con cada conjunto de
entrenamiento respecto a su valor medio. La varianza nos@adea de la depen-
dencia de la funcion que computa la red neuronal con el ctmm entrenamiento
utilizado. El segundo término es el sesgo al cuadrado y naidéférencia entre el
valor promedio dey obtenido con todos los conjuntos de entrenamiento y el valor
verdadero de la funcién que deseamos que compute la red.

2.2.3. Analisis estadistico: cdémo minimizar el error. La validacbn
cruzada y la regularizacion.

La seccion anterior plantea una cuestion interesante queste en saber si el cono-
cimiento que hemos obtenido de la naturaleza del error nedepayudar a eliminarlo
por completo. Por supuesto, el objetivo final seria una regdaomal que diese res-
puestas sin error en todos los casos que se le plantearanettad dirfamos que ha
generalizado a partir del conjunto de pares de entrenamiEntla practica eso es
imposible salvo para casos simples en los que las soluctomesionistas no aportan
ninguna ventaja frente a soluciones mas sencilla y dirbesadas en el conocimiento
a priori. Volviendo al concepto del compromiso entre sesgo y vaaignal ejemplo
de la figura 2.6, veremos que en realidad una red que tenga ouayvarianza ten-
dra un sesgo desproporcionadwige versay que la solucién éptima sera un punto
intermedio en el que la suma de ambos términos sea minimapenda. En el ejem-
plo que acabamos de mencionar (el de la figura 2.6) imagingu®gara cualquier
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conjunto de entrenamiento de ajustamos la funcién que representa la linea recta
discontinua de color azul. En este caso, en el que se le mesasa atencion a los
pares de entrenamiento la varianza es nula porque la fuafiétada es siempre la
misma y no depende del conjunto de entrenamiento empleadentbargo y por esa
misma razon, puesto que no se han utilizado los pares denantiento para obtener
la funcién, el sesgo (la diferencia entre la funcion comgatga la funcién objetivo)
serd en general inaceptable. Si por el contrario consteayés una red neuronal que
ajustase perfectamente todos los puntos del conjunto dena@ntiento (la otra posi-
bilidad mostrada en la figura 2.6 con linea discontinua jayatendriamos que el
sesgo se anularia pero la varianza seria muy alta puestsiguamos ajustando per-
fectamente conjuntos de entrenamiento distintos y, parmt la funcién calculada
seria muy diferente para distintos conjuntos de entremmamifddemas en ese caso, la
capacidad de generalizar a partir de los ejemplos seria suyyggia puesto que la red
se ha especializado en reproducir, no solo la forma generkd flincion generatriz
como era nuestro objetivo, sino también y muy especialmeinteido. Veremos en
el Ultimo capitulo que el ruido en cualquiera de sus formagnesomponente fun-
damental de cualquier aplicacion conexionista. De algamad, generalizar consiste
en abstraer el ruido y quedarse con la funcion que subyade.aléssolucion ideal
representada en trazo negro continuo es tal que seria magigeapara diferentes
conjuntos de entrenamiento (baja varianza) y estando adprb#ima a los valores
de entrenamiento. Estas dos condiciones son, a partiride piento, contradictoriasy
por eso se habla en general de compromiso sesgo-variarzpuf® intermedio que
minimiza la suma de las dos fuentes de error es un compromiso@estar atencion
a los datos de entrenamiento para que la solucion obtemda &esgo pequefio pero
no tanta atencion como para que la varianza se dispaggfitting. Para encontrar
ese punto cuando partimos de un nimero limitado de parestigmamiento existen
dos técnicas sencillas denominadas validacion cruzadgwargzacion. Obviamente,
la solucion ideal es disponer de un conjunto de entrenamorhpleto tan grande
como precisemos. En ese caso, podemos construir redesnaisarbitrariamente
complejas capaces de ajustar cualquier funcion: aumemtancbmplejidad (el nu-
mero de unidades de computacién o neuronas o el de capas)uisios el sesgo y
aumentando el conjunto de entrenamiento disminuimos lanzd. Existen numero-
sos trabajos de investigacion que tratan la relacion querdetimplir la complejidad
de la red neuronal y el tamafio del conjunto de entrenamiarogisminuir la suma
de sesgo y varianza. Desgraciadamente, en la mayoria desos de interés préactico
se dispone de un conjunto limitado de pares de entrenani@mioe hace necesa-
rio recurrir a las técnicas mencionadas anteriormente lpadlar el punto 6ptimo de
reduccién del error.

Regularizacion

De la figura 2.6 podemos deducir que en el caso particular degtasion, una solu-

cion sobreentrenada va a estar caracterizada por unaw@adta. Por supuesto, una
solucion como la que representa la linea discontinua reasgip se puede alcanzar
con redes de complejidad suficiente, esto es, con un numiizate de capasy neu-

fAclarar este dltimo punto hasta sus Ultimas consecuenstasfigera de los objetivos globales de la
asignatura; recomendamos al lector interesado en estet@a$méectura del libro de C.M. Bishop incluido
en la bibliografia. Baste decir aqui que, en el limite de urjurdo de entrenamiento infinito, el resultado
de la red neuronal tenderia al valor esperado de los valerepata una« dada



2.2 Aspectos metodoldgicos del entrenamiento de una red neurah 45

ronas. Es evidente que una red neuronal de tres capas y dosagen la capa oculta
no tiene suficientes parametros para sintetizarla, perbaase de que la red tuviera
una arquitectura suficientemente compleja para ello, eetoia solucion de regresion
tendria una alta curvatura practicamente en todo el rangotladas. Podemos utili-

zar esta caracteristica para guiar el proceso de apreati@eip soluciones que eviten
el sobreentrenamiento afiadiendo al error total una pex#diz por curvatura:

E=E(Q)+VA (2.48)

dondev es un nuamero real que parametriza la importancia relatiVaédaino de
regularizacion frente al término clasico de efEgdf)) y A es una funcion que depende
de la curvatura total de la solucidrDe esta forma, conseguimos que el proceso de
minimizacién reduzca progresivamente tanto el error cmogtor la red durante el
proceso de entrenamiento como la curvatura total de ladamoiencionada, llegando

a un compromiso entre ambos términos.

La forma mas habitual y sencilla de aplicar regularizaciérsaluciones neuronales
consiste en penalizar la curvatura mediante una funtigoe depende de los pesos:

1
A:E-%uﬁ- (2.50)

A este tipo de regularizacion se lo conoce comsight decayn inglés o disminucion
progresiva de los pesos. Aunque es dificil ver la relacideati entre los pesos y la
curvatura de las soluciones, podemos aproximarnos algrabtesde la perspectiva
de neuronas con funciones de activacion no lineg{esde tipo sigmoide. Estas fun-
ciones de activacion tienen tramos centrales lineales (dores pequefios dgy la
no linealidad aparece con la saturacion a valores absaletwsnayores (ver figura
2.3). Puesto qur es la suma de las entradas ponderada con los pesos, unosi@esos
alto valor absoluto daran con mayor probabilidad sumas @@ids en la region no
lineal de la funcion de activacién y, evidentemente, paeauma red neuronal sintetice
soluciones de alta curvatura es necesario que una fradgidificativa de sus neuro-
nas se encuentren operando en regimenes no lineales. Ox as&vUltimo se puede
ver porque la composicion de funciones lineales es unadurgieal (una recta) y
una red neuronal es una composicion de funciones.

Validacién cruzada

Como hemos dicho, uno de los problemas con los que nos eanugral entrenar
una red neuronal es el de poder ajustar perfectamente elrtorge entrenamiento

9La forma deA mas claramente relacionada con la curvatura en problemagdssion en una dimen-
sién (una neurona de entrada y una de salida con una o vapas oaultas) es la dada por la clase de
regularizadores de Tikhonov:

R b r
A3 rzofa he () - (%fdx (2.49)

en los que la curvatura se penaliza a través de las derivadées drderR de la funcion que sintetiza la
red neuronal.
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incluyendo no solo el modelo que subyace al conjunto sindigamel ruido que lo
afecta (esto es, llegar al sobreentrenamierawerfitting disminuyendo por tanto la
capacidad de generalizacion de la red. A esta situaciorge implemente cuando
el numero de ciclos de entrenamiento se prolonga indefiredéeanPara evitarlo, el
método de validacion cruzada divide el conjunto de ejemgéogue disponemos en
tres grupos: un conjunto de entrenamiento propiamentedidining seten inglés),
un conjunto de validacion ealidation sety un conjunto de evaluacion o pruetest
set Durante el entrenamiento se monitorizan los valores del euadratico medio
tanto del conjunto de entrenamiento como del de valida&8rde esperar que, a la
luz de lo tratado en secciones anteriores, el error cuadraiedio del primer con-
junto disminuya indefinidamente (si el conjunto es conststeesto es, no contiene
contradicciones; si ése no fuese el caso el error disminbaéta oscilar alrededor
de un valor minimo). Por el contrario, el error correspontieal conjunto de vali-
dacion disminuye durante la primera fase del entrenami@utaque, por lo general,
con una pendiente de disminucidon menos pronunciada que @seldel conjunto
de entrenamiento), alcanza un valor minimo y, a partir dev@seento, aumenta con
una pendiente que depende de la seleccidn particular desacobuntos. La expli-
cacion de este comportamiento es la siguiente: duranténera fase, ambos errores
disminuyen puesto que el algoritmo de aprendizaje modifigarad neuronal cuyos
parametros iniciales son obtenidos aleatoriamente. Enrgbpen que el error cua-
dratico medio obtenido para el conjunto de validacion aeagl minimo, la red ha
impreso en sus conexiones los aspectos mas generales debrmoé queremos re-
producir (sea éste un sistema de clasificacion, una fun@gegresion o un sistema
no lineal de control o de prediccién). A partir de ese pura@ed empieza a incorpo-
rar a sus conexiones detalles particulares del conjuntatdereamiento asimilables al
ruido presente en los datos. El error cuadratico medio dguato de entrenamiento
disminuye porque cada vez ajustamos mejor sus detallesujares pero el error del
conjunto de validacion aumenta porque al hacerlo la redipieapacidad de genera-
lizacion. El método de validacién cruzada consiste ent®soaplemente en detener
el proceso de aprendizaje cuando se alcanza el valor miretesrdr correspondien-
te al conjunto de validacién y estimar dicho error mediahteoejunto de prueba.
La variante conocida en inglés corkdold cross validationy que podriamos tradu-
cir como validacion cruzada de ordinconsiste en dividir el conjunto de pares de
entrada-salida ek grupos y realizar el entrenamiento ckra- 1 de ellos y la vali-
dacion con eN-ésimo. Como podemos dejar fuera del conjunto de entremaonze
cualquiera de lok subconjuntos, lo que haremos sera realizar la validacifraciek
veces y en cada ocasion emplearemos como conjunto de vahdaw de lok sub-
conjuntos. Asi, tendremos finalmerkeedes neuronales distintas (porque han sido
entrenadas con conjuntos Ke- 1 bloques que difieren entre si por lo menos en uno
de los blogques) cuyos errores podremos promediar.

2.2.4. Tipos de error

En la seccion 2.1 hemos desarrollado el formalismo matemé§tie describe el al-
goritmo de entrenamiento de una red neuronal de conedfitideia delanteféedfor-
ward) mediante la retropropagacion del error cuadratico dadtagférmula 2.5 pero,
a pesar de que intuitivamente parece razonable, en ningdrento hemos razonado
por qué se ha elegido esa forma de representar el error. Agudneponemos justi-
ficar la utilizacién de esa férmula para medir el error codeepor la red en tareas
de regresion y a proponer otras formas de medir el error mésuadas para tareas
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de clasificacion. Para ello necesitaremos introducir m@garobabilistica. En primer
lugar, dado un conjunto de vectores de entrada a |& Hadharemos(X) a la densi-
dad de probabilidad correspondiente a ese conjunto. Méasriarie es la definicion
de p(f|X) que representa la probabilidad de obtener el conjunto denescde salida
t dado el conjuntX. Este tipo de probabilidades condicionales describenuazdize
mente sucesos dependientes, por ejemplo, la probabilieladiel una persona tenga
fiebre dado que padece malaria. Es sencillo ver que esa [plidadles diferente (y
mayor) que la probabilidad de que una persona tenga fiebrgabigr nada mas de
ella. En lo que sigue llamaremos a esta probabilidad comuticia, verosimilitudlic
kelihood en inglés Finalmente, la densidad de probabilidad de tener al mismgpo
los conjuntoxX y T la designamos pau(X,t)

En este apartado queremos abordar el problema de como rhedimrecometido por

una red neuronal entrenada con un conjunttompuesto de un conjunto de vectores
de entrad& y otro de salidd. Una buena red neuronal sera aquella para la que la
probabilidad condicionadp(f]X) sea alta porque eso querra decir que dados nuestros
vectores de entrada, serd probable que obtengamos losegofgjetivot o, lo que

es equivalente, que obtendremos valores préximos a load@seA este principio se

lo conoce como el de maxima verosimilitud y consiste en s&ear la red neuronal
que maximicep(f|X).

Como los pares de entrenamiento de A no dependen los uncs dligds sino que son
casos independientes, podemos escribir la verosimititadmo

Ny
£ = p(tR) = Dlp(f[n]lf[n]) (2.51)

y el objetivo del algoritmo de entrenamiento sera maximaaerosimilitud, es decir,

la probabilidad de obtener los vectores objetivo dadasriia@as correspondientes.
En la practica, es lo mismo maximizar la verosimilitud queimizar el logaritmo
negativo de dicha verosimilitud{In ) pero lo segundo es mas sencillo y por eso es
mas habitual encontrarselo en la bibliografia. En ese casalgs las propiedades de
los logaritmo$ tendriamos que minimizar

N,
—Inz =— Zl pE[n]|X[n]). (2.52)

Asi pues, hemos llegado intuitivamente a la conclusién @¢e—ga £ es una medida
del error de la red de manera que, cuanto menerles mejor es la red neuronal a
la hora de reproducir el conjunto de entrenamiento. Defirseentonces el error como
E=—-Inc.

En tareas deegresibncomo la representada graficamente en la figura 2.6, tenemos
un conjunto de entrenamiento que suponemos que se origiadiage una funcion
(dibujada en trazo negro) pero a la que se le ha superpuéidqpor ejemplo porque

no se ha medido con exactitud el valor). Es razonable espempara cada valor

de la coordenada horizontal la probabilidad de enconteaplmtos del conjunto de
entrenamiento sea mayor cuanto mas proximos estén al ealate la funcién que los
generd y que no tengamos puntos del conjunto de entrenantientasiado alejados

PEn este caso, que el logaritmo de un producto es la suma degkastios de los factores.
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de la curva negra continua. Matematicamente, eso se esoribe que

A2
P = = exp - L (259

dondey[n] es el vector de salida de la red neuronal correspondienteedébdr de
entradaX[n] y o es una variable que mide la dispersion de los ejemplos alozdke
la funcion que los genero. A la distribucion de probabilidada ecuacion 2.53 se la
conoce como distribucion gaussiana.

Pues bien, el lector puede comprobar que si sustituimosuac&m 2.53 en 2.52
obtenemos que

1 Na
B =5z 2 Ol ~Tln))* (2.54)

mas una serie de términos constantes. Como nuestra imegidinimizar el error,
podemos prescindir de los términos constantes y quedaonda ecuacién 2.54. Asi
pueshemos obtenido la formula del error cuadratico a partir del método de méa-
xima verosimilitud para el caso de una tarea de regresion eralque los ejemplos
del conjunto de entrenamiento tienen una distribucion gausiana alrededor de la
funcién generatriz.

¢, Qué ocurre con los problemas de clasificacion? En las tdeedasificacion no tiene
sentido pensar en una distribucion gaussiana de los veatbjetivo. Un vector de
entrada pertenece a la clasgo a lacs 0 a lacg pero no a una clasge; » por que no
existe tal cosa. Asi pues, necesitamos otra funcion de gueobtendremos también
por el mismo procedimiento de maximizar la verosimilituce Becho, en muchas
ocasiones se utiliza el error cuadratico para entrenasrddeclasificacion a pesar
de que como decimos no es el mas adecuado. La razon es qui lsmglifica
extraordinariamente los algoritmos de aprendizaje cbémuolos en problemas de
optimizacion lineal mucho mas tratables en la implemeataci

Supongamos que dado un vecin del conjunto de entrenamientn, codificamos

la clase mediante una representacion INgevolveremos sobre este tipo de codifica-
ciones mas adelante, pero baste aqui decir que consistepdEagtantas neuronas en
la capa de salida como clases posibles haya en el esquenesiieation que que-
remos implementar de forma que si el vector de entRaglgpertenece a la clasg

el vector objetivo en el conjunto de entrenamieiiinh tendra todas sus componentes
nulas salvo la correspondiente a la neurbigae valdra 1.

Si queremos emplear de nuevo la estrategia de maximizardainglitud, necesita-
mos una ecuacion equivalente a 2.53 para redes neuronadificeldoras, es decir,
necesitamos una formula pgeé[n]|X[n]). Nuestro objetivo es construir una red neu-
ronal que dado un vectaifn] nos proporcione a la salida las probabilidades de que
pertenezca a las clases, 42, ..., 4n,. ES decir, queremos que

Yk = p(ck[Xn)) (2.55)
lo que equivale a que
Ns
p(EN)IX[n]) = [ yi[n]*". (2.56)
k=1
Una vez que hemos obtenido esta ecuacion podemos escebioetomo
Nz N
E=-In=- Z z t[n] - Inyk[n] (2.57)

n=1k=1
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y ya hemos conseguido escribir una funcién de error apragpada tareas de clasifi-
cacion.

El proceso que nos ha llevado a obtelzeférmula del error cuadratico a partir
del método de maxima verosimilitud para el caso de una tareaalclasificacion
parte de la exigencia de giles valores de salida de la red deben ser interpretables
como probabilidades de pertenencia a las distintas claséger ecuacion 2.55). Ello
implica que las neuronas de salida deben tener valores eoitigdos entre 0 y 1 por-
gue la probabilidad de un suceso (condicionada o no) no paedeler ese rango. Por
ello, en problemas de clasificacion se emplean neurssfasaxen la capa de salida.
Las neuronasoftmaxtienen funciones de activacion derivadas de la funcion te ac
vacion logistica pero convenientemente modificada pargbuel requisito de que
sus valores de salida estén comprendidos en el rango [@, Ex@esion matematica
en funcion de las sumas ponderadade cada neurona de salida es

exp(ax)

T 2.58
Zﬁilexp(ak/) ( )

Yk =

Por supuesto, existen muchas otras definiciones del ereatajulugar a distintas solu-
ciones cuando se emplean con el algoritmo de retropropagdel error. Aqui hemos
mostrado so6lo dos (las mas populares) pero el lector pugaerax la bibliografia
para descubrir diferentes aproximaciones a este tema yosisg@uencias practicas
para la red que resulta.

En cualquier caso, la exigencia que hemos impuesto a naesinécion de error en el
caso de latarea de clasificacion, a saber, que los resuttad@sed sean interpretables
directamente como probabilidades condicionadas, eslleserageneral. En [Bis95]
se puede encontrar una justificacion tedrica y matematitsdmndiciones que debe
cumplir una funcion de error para que sea asi.

2.3. Mejoras del algorimo

La descripcion del algoritmo hecha hasta aqui corresponag®dormulacion basi-

ca sobre la que es posible, como se adelantaba en seccidagsras, introducir

variaciones que aumenten la eficiencia del algoritmo. B&taaciones tienen como

objetivo mejorar el proceso de busqueda de los minimos denkeidn errorE(Q).

Recordemos que la estrategia descrita hasta ahora, deasamigla delta era un ca-

so particular de descenso del gradiente y se resumia endaiéol2.6. La primera

variante del método de retropropagacion del error que van@esentar se conoce

comoretropropagacion con momentoretropropagacion mejoradéEnhanced Back- Retropropagacién
propagationen inglés) [PNH86] y se basa en siguiente formula de calcellasl ac- momento
tualizaciones de los pesos:

V= —a- aE(?) - Aw Y (2.59)
D J
I

Aw

El segundo término de la derecha es lo que se conoce como rtmyneas un factor
comprendido entre 0y 1 que mide la importancia relativa dealiérmino. Su efecto
sobre el algoritmo es el siguiente: en aquellas regionessecio de pesos en que el

con
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Regla delta-barra-delta

Quickpropagation

gradiente sea constante la férmula anterior se puede itgiesomo

0E(Q
Aw(.!) =—q- ( )

ji |
am§i>

B IE(Q
+ A 1>=—a-(1+p)-%. (2.60)
am“

lo que implica que el término de momento ha supuesto un awneéattivo del para-
metro de aprendizaje en un factdr ). En otras palabras, si el gradiente es constan-
te en una region del espacio aumentamos la velocidad dedipagnpara atravesar
rapido esa region. Sin embargo, en las proximidades de ummincal, el gradiente
cambia de signo y de valor absoluto como muestra la figura, h@rytanto el efecto
neto del término de momento se cancela.

La segunda variante del algoritmo que vamos a tratar se ectmno regla delta-
barra-deltadelta-bar-delta ruleen inglés) [Jac88] e introduce como novedad la exis-
tencia de velocidades de aprendizaje dependientes detjpesse esté ajustando. En
lugar de un Unico valor da para todos los pesos, ahora tendremos un conjunto de
valoresaji correspondiente al conjunto de pesas. Matematicamente, la regla de
descenso del gradiente se transforma en

0E(Q
Am}!) - *O(E:) 9E(©Q) : >, (2.61)
FIAR
1
de forma que, en regiones en que el gradiente respecto a arepgsarticular tie-
ne el mismo signo en pasos consecutivos, la velocidad dedipage puede ser alta
mientras que, por el contrario, en regiones en que el sighgrddiente oscila, la
velocidad disminuye de valor y todo ello de forma indepemnigigpara cada peso.La
implementacidon practica ha de dar una prescricion del modme se van a modificar

las velocidades de apendizaje que podemos resumir asi

L (1-1) (1)
AO‘EP = {K 0 > qéan%’i) -9 (2.62)
—@-ay’ sid; o <0

donde
OE(Q
aj = —(m) (2.63)
awji
di = (1-90)- +odj . (2.64)

El problema de esta variante es evidente: donde antes esianparametrax) ahora
tenemos tresk, @ y 0). Si ademas afiadimos el término de momento, el nimero de
parametros pasa a cuatro lo cual puede convertirse en orirsgnveniente. Ademas,

es razonable pensar que los pesos no son independientesiergino que existen
correlaciones que ligan unos a otros con lo que las ventajastd variante no tiene
por qué significar una mejora dréastica de las capacidadesrde.|

Quickpropagatioro Quickprop[Fah88] es la tercera variante (también basada en la
hipétesis de independencia de los pesos) que vamos a diesorigste apartado. La
férmula de actualizacion de los pesos en este método es

[
QEi)

(-1

(I+1)
Aoy = 0
g " —dj

D) (2.65)
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y su justificacién proviene de considerar que la funciénratependiente de los pesos
es, en primera aproximacion, una suma de parabolas. En ssepealemos escribir
que

E(Q) =Cz- 00f +C1- wj + Co+ E'(Q) (2.66)
donde s6lo hemos hecho explicita la dependenci(€@8 conwy;. El términoE’(Q
representa la dependenciadel error con el resto de los. hesdsrivada d& (Q) sera

0E(Q
6(1:] ) = 2'C2'(A)ji +C1 (2.67)
de forma que, en el minimo-2; - wji +¢1 = 0y, por lo tantogwj; = %’21 Ahora bien,

existe una relacion entm® y ¢, y las derivadas de la funcién error puesto que

0°E
2.Co=— (2.68)
0
donde hemos omitido por claridad la dependenci@dg
oE 9%E 0
Cl=7———5 Wi . (2.69)
0wy 000% I
Escribiendo las derivadas parciales en diferencias fitétaamos que
oE oE
SO =) n (-1
awl sl D gy —ay
2c=—F—Gdm5 =" (2.70)
Wji’ — Wi Aooji
g H_40-1
ho 9 — G |
& =dj — 2 —g— o 2.71)
Awii
y sustituyendo,
7(q<_!) B qﬁ!)*cﬁ!*l})
P R RN | B SR (| B | () (2.72
ji =W T = o Wi T o gl —wji’ (2.72)
Tl
M Ay 0 _40=2y (D
_ S Aw;; *l(CIji *lqj'i )+ _wg:) (2.73)
—1 .
(qgi)*qgi ))
(2.74)

de donde se obtiene con facilidad la ecuacion 2.65.

Finalmente, la dltima variante de retropropagacion dedreque vamos a mencio-

nar es la que se conoce coiResilient Backpropagatiom Retropropagacion flexible Resilient Backpropaga-
[RB93]. Consiste en reescribir la regla de actualizaciériodepesos reteniendo la tion

informacion que porta signo del gradiente pero prescinttieie su valor absoluto.

Matematicamente, se expresa como

| .
—ngi) si (;Z)—E“ >0
| D o
Ay =Sy siE <o (2.75)
. O
0 Sl m = O
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donde
(1-1) oe (-1 5 ()
(H.iji Si dor “door >0
n _ (-1 o 9 (-1 5 (I-D)
Wi = “;'f;ji S'MU 1)'6(»1. 0 <0 (2.76)
- . 9E oe ()
Wi Slawy  Tawy T

De esta forma, en regiones donde el gradiente cambia lentane¢ signo de la modi-
ficacion se conserva respecto a la iteracion anterior y el edisoluto se incrementa
enun factoo™, dondea™ es una constante ligeramente superior a 1. Un valor habitual
suele estar entorno a2l Por el contrario, en regiones en que el gradiente cambia de
signo (es decir, cuando hemos atravesado un minimo) el caanlos pesos invierte

el signo respecto a la iteracion anterior y disminuye sunathsoluto en un factar~
inferior a 1 (del orden de,b).

2.4. Lanotacion matricial

En muchos textos que tratan el tema de las redes neuronaasesgde la notacion
empleada hasta aqui con la introduccion del calculo matiwique permite resumir
el algoritmo de forma mucho mas compacta. Las ecuacionegmpéstantes para la
capal-ésima de la red serian, escritas en forma matricial, lasesites:

(I— (I— (1-1)
al) °°1|1 Y1 +(*)1|2 yz + -+ (’O(lN| )1 yl\lh
| 1)
A | & o @V Ve Ty e oo g
o) 1 (-1 I-1) (-1 -1 (-1
aN ml(\l yl )+w§\||2)y(2 )+"'+w§\||N|zl'y|(\l|,1)
2.1)
dondeQ(-Y es la matriz de pesos (de dimensioNes N,_1) dada por
-1 -1 -1
PR P B (v
(I (I-1) (I-1)
Q-1 _ | Wo1 7 Wy .. Wyl (2.77)
-1 -1 -1
ml(\l|l ) m§\||2 ) w§\||N|31

ey) es el vector de salida de la capésima. La matriz de pesos entre la capa de
entradal(= 1) y la primera capa ocultd £ 2), por ejemplo, tiene dimensionhig x
Ne, Y la matriz de pesos entre la capa de ocultay la capa de ddlida\,.

g = g(g(l)) — g(Q(Fl) SV (2.2)

Mas aun, se pueden definir los vectores
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OVE(Q) = | o (2.78)

de forma que, en el caso mas simple de un perceptron de tras, tapecuaciones de
actualizacion de los pesos de la capa oculta en forma nzdtsaiian:

d
80V = - Oy E(Q) = ~a- [0 E@ 0 @] ¢ ))T - 279)

dondeo es el producto Hadamdrde dos matrices @' 1)) es el vector de entradas
traspuesto (puesto en forma de vector fila). Finalménge, 1 E(Q) seria

Q) oE@) Q)
aoog{ D awfz’ o awa’l i)l
JEQ  9E(Q) IE(Q)
O vEQ) = | ouh? w7 awyy”) (2.80)
Q) OE(Q) oE(Q)
T

y, en el caso de funciones de activacion sigmoideas por égemp

d | o) (1-gla)

= (2.81)

iDadas dos matriceSmyn Y Bmxn, €l producto de Hadamard se define como la m&iz, tal que sus
elementog;; se obtienen como el producto dg y bjj.



54

Retropropagacién del error




Capitulo 3

Los mapas autoorganizados de
Kohonen

Objetivo: El objetivo del presente modulo es dar una introduccion eeldss autoor-
ganizadas de Kohonen . La estructura de este mddulo coesisiaa introduccion
formal del algoritmo de actualizacion de los pesos en sudrersés sencilla, una
seccién dedicada al significado tedrico del algoritmo y/ffireate, una seccién dedi-
cada a variantes del método y su significacion tedrica. Hayaglarar aqui que soélo
vamos a tratar de mapas autoorganizados. El término méasayjdeaed de Kohonen
se puede referir a cualquiera de las arquitecturas y atgositdesarrollados por el
investigador en Neurocomputacion Teuvo Kohonen, por eignyf) (Vector Quan-
tization en inglés), LVQLearning Vector Quantization en inglés) o los propios mapas
autoorganizados.

3.1. Introduccion. Algoritmos de agrupamiento en cla-
ses oclustering.

Uno de los problemas mas habituales en los que se empleamegi®nales es el de
la clasificacion no supervisada, que consiste en separamjuto de datos en clases
sin ninglin conocimiento adicional al margen de los propatssl Este tipo de pro-

blemas aparecen con frecuencia en el &mbito de la mineriatds don interesantes
aplicaciones en el &mbito empresarial. Un ejemplo sensélda el de una base de
datos en la que se almacenan una serie de variables rektiiastes de una empre-
sa. La empresa podria querer agrupar los clientes en clasesgéneas (perfiles) de
forma que pudiera ofrecer a cada cliente productos adeswgerfil de su clase, en
lugar de bombardearle con un gran numero de ofertas enttpigase perderian las
verdaderamente interesantes para el cliente.

En lo que sigue, vamos a describir una serie de algoritmopetiinos de entrena-
miento no supervisado. Se denominan competitivos porcas dn vector de entra-
das, las neuronas de la red vacoanpetirentre ellas de acuerdo con un cierto criterio,
de forma que el vector de entradas sera asignado a la newrerseeg méas adecuada

55



56

Los mapas autoorganizados de Kohonen

de acuerdo con ese criterio. Se denominan no supervisadgsepno conocemMos
priori las clases ni qué vectores de entrada pertenecen a qué slasease todo ello
emergera como resultado del entrenamiento de la red.

El primero de los métodos no es estrictamente un método amista pero se puede
implementar con una red neuronal. Se trata de las mediasrdeénsn inglés) y su
implementacidn conexionista consiste en unared con umepaicapa de neuronas de
entrada seguida de una capa en la que cada neurona va qeeitatda como una clase.
Por lo tanto, en la segunda capa habra que crear tantas aswano clases deseemos
(esto es, se trata de una decision previa a la construcci@ree). Supongamos para
fijar conceptos que tenemos una capa de entradd deuronas para la entrada de
vectoresX de M componentesg, Xo,...,Xm Y supongamos también que la capa de
clasificaciéon tieneN; neuronas que representan Msclases en las que queremos
agrupar los vectores de entradas. Cada neurona de la sezapadeecibe conexiones
de todas las neuronas de la capa de entrada por lo que su degtesos tendril
componentes.

Para cada vectot de entradas el algoritmo de las medias-k comienza por blescar
neuronaj cuyo vector de pesas; se encuentre mas proximo al vector de entrada.
¢Como se mide la ’proximidad’ de dos vectores? Ese es preeisa el criterio al que
haciamos referencia anteriormente cuando explicabam®osgun algoritmo compe-
titivo. En general, la proximidad se mide definiendo primena métrica, es decir,
una forma de medir distancias. Una forma sencilla y habdealefinir distancias es

la euclidea, estudiada en los primeros cursos de matenedditeental. En este caso,
el vector de pesos mas préximo al vector de entrada sera alraitong si el valor

de

foﬁm::Jﬂr*wuy+(M4ﬂmF+<«+WM*QMDZ (3.1)
es minimo, dondgX — ;|| es la distancia euclidea entre los dos vectores.

Si los vectores de entrad@stan normalizad8sla métrica euclidea es equivalente a
encontrar el vector que forma un angulo minimo con el ve@a@rdrada. De esta for-
ma, la neurong cuyo vector de pesos se encuentra mas proximo al vector delant
sera aquélla para la cugl @3; tenga el valor maximo, porque

X- & = [[X|| - [|&5j]| - cosB = cosB (3.2)

y, por lo tanto, el producto escalar de dos vectores de lodginidad es igual al
coseno del angulo que forman y éste es maximo cuando el dagubdnimo.

Supongamos entonces que, dado el vector de erXradéste se le asigna la neurona
‘ganadora’j de acuerdo con el criterio de la distancia euclidea y supnngéambién
que a dicha neurona ya se le asignaron aNtgsctores de entrada (8ies el primer
vector que se le presenta a la red, entoiftes0). Entonces, el nuevo vector de pesos

& vendra dado en funcion del valor anterigt por la formula
N 1
Ml — @+ —— % 3.3
CTNFL Y TN (33)

que, como se puede comprobar, da como resultado final de ickmgue los vectores
&y correspondan al valor medio de los vectores de entradazakigra la neuronaA

aUn vector se normaliza a la unidad dividiéndolo por su médulo
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medida que se modifican los vectotasde las neuronas clasificadoras, la asignacion
de los vectores de entrada puede variar y un vettipre inicialmente fuera asignado
a la neurona por la proximidad (en sentido euclideo) a su vector de pgaosge
posteriormente ser asignado a otra neurona como resuléaldondodificacion dey

por el algoritmo.

Se puede demostrar que esta forma de modificar los pesos el dsegura la con-
vergencia a una clasificacién optima si medimos el error adakificaciéon como la

suma de los cuadrados de las diferencias entre los vecte@stihda y los vectores
de pesos de sus neuronas ganadoras correspondientes.

Na
E= Y (X - &ln)? (3.4)
n=1

dondeN, es el nimero de vectores de entrada que queremos agrupasesxh]|
es el vecton-ésimo de ese conjunto g vectores yw[n|] es el vector de pesos de la
neurona ganadora correspondienigg

Ejemplo 1:

Supongamos que queremos agrupar en dos clases los siguiedteres de entrada:

[xa [ % [x[x]% [ % [ X [%] % [ xo |
20 | 38 |18|15] 23 | 39 | 42 | 18] 35 | 40
110 | 1000| 70 | 70 | 110| 1100 900 | 90 | 1200 | 1100

Los valores de la primera componente de cada vector podriasdad de un cliente
de banco y la segunda los ingresos mensuales promedio ided @fio. Obviamente
se puede deducir a simple vista que hay dos clases, una cstapoe mayores de
35 afios con ingresos superiores a 900 euros mensuales yeatrarwres de 23 con
ingresos inferiores a 110 euros mensuales.

Si quisieramos agrupar en clases los 10 vectores de la t&loliante una red neuronal
qgue implementase las medias-k ésta tendria que tener uniéeatgra de dos neu-
ronas en la capa de entrada (correspondientes a las dos mente® de cada vector
de entrada) y dos neuronas en la capa de clasificacion (dadgugpwemos agrupar
dichos vectores en sélo dos clases).

Inicializamos los pesos de las neuronas de la capa de dasfiicsegin el método
mas habitual con los dos primeros vectores de entrada:

Neuronal w3 =20 wp1=110
Neurona2 w2 =38 wyp2=1000

Presentamos a la red el primer vector de entrada y buscanmesitana ganadora,
calculando su distancia euclidea con los vectores de pRespecto a la neurona 1
la distancia euclidea sek#(20— 20)2+ (110— 110)2 = 0 y respecto a la neurona 2,
/(20— 38)2+ (110— 10002 = 890,2. Por lo tanto la neurona ganadora es la primera
(como cabia esperar dada la inicializacion de los pesoskyngavos no cambian
porqueN = 0 en la ecuacion 3.3 (es el primer vector de entrada asigniadueairona

1).

Presentando el segundo vector de entrada, tendremos @eet®a la neurona 1 la
distancia euclidea sefg (38— 20)2+ (1000— 110)2 = 8902 y respecto a la neurona
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2, 0 (de nuevo como cabia esperar). Por lo tanto la neurorsageaes, en esta oca-
sion la segunda y sus nuevos pesos tampoco cambian pfdegeen la ecuacion 3.3
(es el primer vector de entrada asignado a la neurona 2).

Presentando el tercer vector de entrada, tendremos quectesp la neurona 1 la
distancia euclidea sekd (18— 20)2+ (70— 1102 = 40,0 y respecto a la neurona 2,
/(18— 38)2+ (70— 100012 = 9302. Por lo tanto la neurona ganadora es la primera
Y SUS nhuevos pesos se calculan segun la ecuacién 3.3

w1 =

NI

20+ 3-18=19 wp; = 1110+ 370=90

Si repetimos el proceso para todos los vectores de entiad@ois obteniendo los si-
guientes valores de los pesos:

| Vector de entrada Neurona ganadorg w1 | wp1 | w12 [ oy |

X1 1 20 | 110 | 38 | 1000
X2 2 10 | 110 | 38 | 1000
X3 1 19 90 38 | 1000
X4 1 17.7| 83.3| 38 | 1000
X5 1 19.0| 90.0| 38 | 1000
X6 2 19.0| 90.0| 38.5| 1050
X7 2 19.0| 90.0| 39.7 | 1000
Xg 1 18.8| 90.0| 39.7 | 1000
X9 2 18.8| 90.0| 38.5| 1050
x10 2 18.8| 90.0| 38.8 | 1060

gque, como se puede comprobar, coincide con las medias dedtsres de entrada
para cada clase. Repetimos el proceso hasta que un nuevdeiattualizaciones no
varie los pesos mas alla de un margen prefijado.

Otra forma sencilla de realizar la clasificacién no supewéscon algoritmos competi-
tivos es la denominada de Cuantificacion de Vector®g¢tor Quantizatioen inglés)
diseflada por Teuvo Kohonen. Es muy similar a la de las médjeso la ecuacion
de actualizacién de los pesos no dependd ¢el nUmero de vectores de entrada pre-
viamente asignados a la neurona ganadora) sino de unadaaode aprendizaje
elegidaa priori:

AGy =@ - = o (X—6) (3.5)
o lo que es lo mismo
Al =(1-a)-@+a-x (3.6)

En este caso, modificamos el peso de la neurona ganadoradagiee se aproxime
mas al vector de entrada porque le sumamos una fraadi@hvector diferencia entre
el vector de entrada y el vector de pesos de la neurona gan@decy ).
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3.2. Los mapas autoorganizados de Kohonen. El algo-
ritmo.

Una red autoorganizada de Kohonen consta de dos capasnleramasiva que sélo
recibe las entradas y las transmite sin procesar a todaslasmas de la siguiente
capa y, la segunda que habitualmente tiene dos dimensiogae gs la responsa-
ble del procesamiento de las entradas de acuerdo con eit@gayue describimos a
continuacion.

SeaX el vector deNe componentes compuesto por las entradas a la red neuronal.

Cada neurona de la segunda capa estara conectada con todasdaas de la capa
de entrada. Llamemas;; al peso de la sinapsis que realiza la neuricifela primera
capa con la neuronpde la segunda. Por lo tanto, la neurgni@ndréa un vector de
pesos dde componentes dado pdy; compuesto pow;ji coni = 1,2, ..., Ne.

Para cada vectot de entrada, el algoritmo comienza por buscar la neujotiayo
vector de peso&®; se encuentre mas proximo al vector de entrada. Supongaaios, ¢
mo en la seccién anterior, que escogemos la distancia eadti@mo métrica con la
que seleccionar la neurona con el vector de pesos mas pr@tinector de entra-
da. Llamemos a esa neurona, neurona ganadora. Una vezaha&ladgoritmo va a
modificar sus pesos y los de las neuronas que se encuentremasca ella (en su
vecindad). Esta es una diferencia importante respecto idoéle retropropagacion
del error en el que todos los pesos de todas las capas sonagaddffisimultaneamen-
te. Aqui sélo se modifican los vectores de pesos de la neuamagra y los de las
gue se encuentran en sus alrededores. En los mapas autpadgasncada vector de
entrada define una neurona ganadora cuyos pesos seran edmifacsi como los de
las neuronas de su vecindad y ésta es la diferencia fundalnespecto a los algo-
ritmos de agrupamiento en clases vistos en la seccion antgria vez introducidos
todos los vectores de entrada, se procede a repetir el @ista Que la presentacion de
los vectores de entrada no produzca cambios apreciables@pdlogia de la red (es
decir, en los valores de los pesos).

Como se ha mencionado antes, los térmipaximidado alrededoresmplican la
definicién de una forma de medir distancias (nmétricg). En parrafos anteriores, el
conceptgroximidadestaba relacionado con un espacio de vectores: se tratalaa de
respuesta a la cuestion de cémo elegir el vector de pesosniwédmp al vector de
entrada. En este caso, nuestro espacio es la segunda capadiegue hemos supues-
to bidimensional. Dada una neurona de esa capa (la neuroad@a) cuyos pesos
vamos a modificar, se plantea la cuestion de hasta dondeesedera su influencia
0, dicho de otro modo, qué neuronas de sus alrededores eenéiieén sus pesos mo-
dificados y en qué medida. Si llamambga la vecindad de la neurorjg podemos
definirAj como el conjunto de las neuronas que se encuentran a uneciisteenor o
igual admax Como vemos, al tratar el tema de la proximidad inmediataersparece
el concepto distancia. De nuevo, podemos decir que existemas formas de defi-
nir la distancia, pero aqui, por simplicidad, vamos a récde nuevo a la distancia
euclidea. Para ello, definamos el vector posicion de unanaute la segunda capa
de un mapa de Kohonéh, como el vector de componentasv) dondeuy v son
las coordenadas fila y columna de la neurona en la segundaceapemos supuesto
bidimensional. Por ejemplo, la segunda neurona de la segfiladdel mapa tendra
como vector posicidrp, = (2,2) y la quinta neurona de la sexta fifgs = (6,5). De
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Figura 3.1: Distancias euclidea y de Manhattan para lazipogisu =2,v=2y
u==6,v=>5.

acuerdo con la definicion de distancia euclidea

IFes — P2zl = /(622 + (5-2)2=5 (3.7)

Otra métrica que podriamos haber utilizado es la distarcMahhattan que se define
como la suma de los valores absolutos de las diferenciaglaerccardenada. Para dos
vectoresx = (X1,X2,...,%n) €y = (y1,Y2, ...,Yn) den componentes tenemos

n
dmanhattan= || X— ¥||Manhattan= Z|Xi —Yil = X1 —y1|+ X2 —y2|+ ...+ [¥n—Yn| (3.8)
=

En el ejemplo anterior, la distancia de Manhattan entfe/ g 5 serial2 — 6|+ |2 —

5| =44 3=7. La distancia de Manhattan es siempre mayor o igual a lartist eu-
clidea que, en dos dimensiones corresponde a la distansiaarta entre dos puntos,
como se puede comprobar en la figura 3.1.

Emplearemos la métrica de Manhattan en alguno de los ejsmpl® se incluyen al
final de este capitulo. Sin embargo en lo que sigue seguirempkeando la distancia
euclidea para medir proximidades.

Una vez definida la vecindad, vamos a estudiar como modifisgresos de la cone-
xiones. La férmula méas simple de actualizacion de los pesda deurona ganadora
y de las que se encuentran proximas a ella es:

AG = a- (X—G) (3.9)

dondei es un subindice que representa a la neurona ganadora y ahtodg neu-
ronas préximas a ella en esta version simplificada es, como en el capitulo anterior
una constante que regula la magnitud del cambio en los plasesidgcidad de apren-
dizaje). Si deseamos que la actualizacion se realice sibiocarbruscos daremosca

un valor pequefio, préximo a cero. Como veremos mas adetantesuele ser cons-
tante sino que depende del ciclo de actualizacion en el gsiemmontramos y de la
proximidad a la neurona ganadora. Por lo generakra mayor durante los primeros
ciclos de actualizacion e ird disminuyendo a medida queoelgso avance. Asimismo,
para un ciclo daday toma valores altos y positivos para la neurona ganadoraay par
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Figura 3.2: Forma del kernel gaussiano dado por la ecuacl@y@ran =1, a9(1) =
10yo(1)=3

neuronas en su vecindad inmediata y va disminuyendo a mgda&laos alejamos de
ella pudiendo incluso llegar a ser negativa.

Puesto que las neuronas alejadas de la ganadora no exp@anméargin cambio en
los pesos, podemos resumir el algoritmo con la ecuacion

AG— {0(-(2(7);) sii €A, (3.10)

0 Sii¢/\j

dondeA; representa la vecindad de la neurgneEl primer refinamiento posible ya
ha sido sugerido en la seccién anterior. Consiste en madifipara que, en lugar de
ser constante, dependa del ciclo de actualizacion. Popijepodriamos definim(n)
como%, donden representa el ciclo en el que se va a realizar la actualizapde
forma mas general, como

A
_ 3.11
B+n ( )
conAy B constantes. Con esta definicion, la modificacion de los pegessera la
misma para la neurona ganadoray para cualquiera de lastg¢uesessu vecindad, ird
disminuyendo a medida que se vayan completando ciclos delaeicion.

Hay otras definiciones funcionales posibles y su adecuagifinpuede ser evalua-
da experimentalmente. La Unica restriccion que impone &daésobre la definicion
funcional es quet(n) ha de ser una funcion definida positiva y monétonamente de-
creciente.

El segundo refinamiento posible consiste en haceependiente de la distancia a
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Figura 3.3: Forma del kernel gaussiano dado por la ecuacitd @aran = 10,
0p(10)=0,8ya(10) =2

la neurona ganadora. Una opcion habitual en este caso esclkidel de una forma
funcional gaussiana como

|‘?UV_?Ung|‘2

) (3.12)

a(n, [[Fuy — Tugyg ) = ao(Nn) - exp(—

donder,, es el vector posicion de la neurona ganadegén), la velocidad de apren-
dizaje, es una funcién monétona decreciente (c%rrmla definida por la ecuacién
3.11) que hara disminuir el valor @gn, |[Fuy — Ty [|) @ medida que se vayan com-
pletando ciclos y(n) también es una funcion monotona decreciente que hace que el
radio dentro del cual la actualizacion de los pesos es sigtiifa (en relacién con la
actualizacion de los pesos de la neurona ganadora) tamisi@mdya a medida que
avanzamos ciclos.

Las figuras 3.2-3.4 proporcionan una intuicion visual deteria deo (n, [|riy— rugvg [|)
dada por la ecuacion 3.12 y de su evolucién con el paso dedos Ci

Podemos comprobar cémo, a medida que avanzan los ciclospéinm del kernel
gaussiano disminuye debido a la fundi@n y el radio del kernel (que mide el tama-
fio de la region de influencia) también disminuye al dismiauir).

bque, en este caso vendria dada por la ecuacion

36
"~ 35+n

ao(n) (3.13)
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Figura 3.4: Forma del kernel gaussiano dado por la ecuacitd garan = 25,
00(25)=0,6yo0(25 =1

Ejemplo 2: Autoorganizacién en una dimension

Se desea crear un mapa autoorganizado en una sola dimeesli@z domponentes a
partir del conjunto de vectores del cuadro 3.1 suponiend@dauecindad de la neu-
rona ganadora estd compuesta en todos los ciclos de aatidtizie pesos por todas
aguellas neuronas que se encuentran a una distancia dettaandiaal a uno (lo que
para este mapa unidimensional representa las neuronadiatareente a la derecha
o izquierda de la ganadora) y que la velocidad de aprendizegeconstante e igual a
1 para la neurona ganadoray 0.5 para el resto de neuronavecisdad. Supongase
asimismo que en cada ciclo los vectores se presenta a la fethtkealeatoria.

Si representamos los vectores bidimensionales de entoada jguntos del plano ob-
tendremos la gréfica de la figura 3.2.

Dadas las caracteristicas del mapa, la red neuronal esta@uesta por una capa de
entrada con dos neuronas (puesto que los vectores de etigregtados componentes)
y una capa de clasificacion de diez neuronas. Cada vectortdalanal final del
proceso de entrenamiento activard la neurona cuyo vecipesies se encuentre mas
préximo al vector de entrada y, dadas las caracteristicdesdmapas de Kohonen,
esperamos que vectores proximos en el espacio de entraitas aeuronas proximas
en la capa de clasificacion. Para inicializar la red vamoggaasa todos los pesos de
la capa de clasificacion el valoj®Por lo tanto, si representamos los vectores de pesos
en una gréafica, obtendremos un Gnico punto situado en lasl@oadag0,5,0,5).
Podriamos haberles asignado valores aleatorios en efafdér-1,1] o en el intervalo
[0,1] y el resultado final no habria sido diferente, pero entorecggdfica inicial de
los pesos mostraria, no un Unico punto, sino 10 puntosaligdios por el intervalo
elegido.
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X1

X2

X3

X5

X7

X9

X10

1.0000

0.0159
0.9999

0.0317
0.9995

0.0476
0.9989

0.0634
0.9980

0.0792
0.9969

0.0951
0.9955

0.1108
0.9938

0.1266
0.9920

0.1423
0.9898

X11

X12

X13

X14

X15

X16

X17

X18

X19

X20

0.1580
0.9874

0.1736
0.9848

0.1893
0.9819

0.2048
0.9788

0.2203
0.9754

0.2358
0.9718

0.2511
0.9679

0.2665
0.9638

0.2817
0.9595

0.2969
0.9549

X21

X22

X23

X24

X25

X26

X27

X28

X29

X30

0.3120
0.9501

0.3271
0.9450

0.3420
0.9397

0.3569
0.9341

0.3717
0.9284

0.3863
0.9224

0.4009
0.9161

0.4154
0.9096

0.4298
0.9029

0.4441
0.8960

X31

X32

X33

X34

X35

X36

X37

X38

X39

X40

0.4582
0.8888

0.4723
0.8815

0.4862
0.8738

0.5000
0.8660

0.5137
0.8580

0.5272
0.8497

0.5406
0.8413

0.5539
0.8326

0.5671
0.8237

0.5801
0.8146

X41

X42

X43

X44

X45

X46

X47

X48

X49

X50

0.5929
0.8053

0.6056
0.7958

0.6182
0.7861

0.6306
0.7761

0.6428
0.7660

0.6549
0.7557

0.6668
0.7453

0.6785
0.7346

0.6901
0.7237

0.7015
0.7127

X51

X52

X53

X54

X55

X56

X57

X58

X59

X60

0.7127
0.7015

0.7237
0.6901

0.7346
0.6785

0.7453
0.6668

0.7557
0.6549

0.7660
0.6428

0.7761
0.6306

0.7861
0.6182

0.7958
0.6056

0.8053
0.5929

X61

X62

X63

X64

X65

X66

X67

X68

X69

X70

0.8146
0.5801

0.8237
0.5671

0.8326
0.5539

0.8413
0.5406

0.8497
0.5272

0.8580
0.5137

0.8660
0.5000

0.8738
0.4862

0.8815
0.4723

0.8888
0.4582

X71

X72

X73

X74

X75

X76

X77

X78

X79

X80

0.8960
0.4441

0.9029
0.4298

0.9096
0.4154

0.9161
0.4009

0.9224
0.3863

0.9284
0.3717

0.9341
0.3569

0.9397
0.3420

0.9450
0.3271

0.9501
0.3120

Xg1

Xg2

X83

X84

X85

X86

Xg7

Xg8

X89

X90

0.9549
0.2969

0.9595
0.2817

0.9638
0.2665

0.9679
0.2511

0.9718
0.2358

0.9754
0.2203

0.9788
0.2048

0.9819
0.1893

0.9848
0.1736

0.9874
0.1580

X91

X92

X93

Xo4

X95

X96

X97

Xo8

X99

X100

0.9898

0.1423

0.9920
0.1266

0.9938
0.1108

0.9955
0.0951

0.9969
0.0792

0.9980
0.0634

0.9989
0.0476

0.9995
0.0317

0.9999
0.0159

1.0000
0.0000

Cuadro 3.1: Conjunto de entrenamiento del enunciado.

Comenzamos a ejecutar el algoritmo de creacion del mapadintrendo un vector
(seleccionado aleatoriamente de entre los que componablia3.1) en la capa de
entrada. Cualquiera que sea el vector seleccionado, tandrgue las activaciones de
la capa de salida seran todas iguales porque todos los @ec®ipesos son iguales y,
por lo tanto, no hay neurona ganadora (todas estan iguarmeditimas al vector de
entrada). Supongamos que el vector seleccionado es elrpritada tabla. Entonces,
la distancia euclidea entre ese vector y el vector de pesosalguier neurona de la
capa de clasificacion sera

d=/(x — @)+ (e~ j2)2 = /(L0 05)2+ (00~ 052 = 07071 (3.14)

Para este caso (inhabitual porque se suelen inicializgpdess de forma aleatoria)
en el que hay mas de una neurona ganadora (en este caso todganadoras) el
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Figura 3.5: Conjunto inicial de entrenamiento del mapaioméehsional.

algoritmo considera ganadora a la primera neurona segurdsnacion espacial. La
actualizacion de los pesos de la neurona ganadoray su e€@eda seglin la ecuacion
3.10

Awy=a-(xg—w11) =1,0-(00-05)=-05 Awp=0a-(X2—wi2) =10-(1,0-05)=0,5
Awp; =0 - (x1—wp) =05-(0,0—-0,5) = -0,25 Awpy =0 - (X2 —uyp2) =0,5-(1,0-0,5) = 0,25

donde la Unica neurona en la vecindad de la ganadora es ladsegeurona de la capa
de clasificacion. Cualquier otra neurona de esa capa sergreaeuna distancia de
Manhattan superior a 1.

Los pesos de las neuronas del mapa unidimensional tendrdmces los siguientes
pesos:

[ G [ & |G| |k |ckh|c|ckh|dh]|wo]
0 [025]05]05]05]05]05]05]05] 05
10]0.75| 05| 05| 05| 05| 05| 05| 05| 0.5

A continuacion se introduce en la red un nuevo vector exdraldatoriamente de la
tabla. Supongamos que ese vector es el niimero 17 de comes(@2511,0.9679).
Entonces la distancia al vector de pesos de la primera negtasificadora sera

d=/(x1— )2 + (2~ j2)2 = |/(0.2511- 00)2 + (0.9679- 10)? = 0,2531
(3.15)
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y el resto de distancias se encuentran resumidas en el c8i2dro

| & [ & [ @3 | u | G» Qg | Go [ o |

[ @6 [ G [ G |
0.53] 0.53] 0.53] 0.53] 0.53] 0.53] 0.53] 0.53]

Cuadro 3.2: Distancias del vector de entrada 17 a los distirgctores de pesos.

Vemos que la neurona cuyo vector de pesos esta mas proxinectal \de entrada
es la segunda y que su vecindario comprende a la primeragraemeuronas (todas
ellas sefialadas en la tabla con un fondo distinto).Si vabgeanaplicar el algoritmo
de actualizacién de pesos obtendremos

A =a0a- (Xl — (JL)11) = 0,5- (0,25— 0,0) = 0,125
Awip =0 (X2 —wi2) =0,5-(0,97—1,0) = —0,015
Awpy =0 (X1 —wp1) = 1,0-(0,25— 0,25) = 0,00
Awpo =0 - (X2 — wp2) = 1,0-(0,97—0,75) = 0,22
Awzy =0 - (X1 —wz1) =0,5-(0,25— 0,5) = —0,125
Awgz =0 - (X2 — wz2) = 0,5 (0,97—0,5) = 0,235

donde recordamos que el valora@elepende de la proximidad a la neurona ganadora
y vale 1 para dicha neuronaS0para neuronas a una distancia de Manhattan igual a
unoy 0 para el resto (que por lo tanto no se actualizan).

[ @1 [ G [ Gs [ G| G5 | 0% [ O [ G [ G| o
0.125] 0.25] 0.375] 05| 05] 05]0.5] 0.5] 05] 05
0.985| 0.97 | 0.735| 05| 05| 05| 05| 0.5| 05| 0.5

Cuadro 3.3: Valor de los pesos tras la presentacion de uroveetor de entrada a la
red.

Los pesos que obtendriamos como resultado de esta actic@iiz® recogen en el
cuadro 3.3.Ténganse en cuenta las posibles discrepaetigsd al redondeo.

El proceso continua hasta calcular las actualizacionessl@dctores de pesos co-
rrespondiente a los 98 vectores de entrada restantes, loogueleta el primer ci-
clo o época. Tras la realizacion de 100, 200 y 500 ciclos, ®sektores de pesos,
que inicialmente eran iguales,$00,5), tendran valores distribuidos segun la figura
3.6.Vemos que efectivamente, la capa de clasificacion habdisio sus pesos por
todo el espacio de entrada y, dado que los vectores de estadaartian uniforme-
mente por dicho espacio, los vectores de pesos se distrilasy@ismo de forma casi
uniforme. Vemos también que vectores de entrada proximos\&ctivar neuronas
ganadoras préximas entre si en la capa de clasificacion.
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Figura 3.6: Evolucion de los vectores de pesos de las 10 nasidel mapa unidimen-
sional del ejemplo.

Ejemplo 3:

Como ampliacion del ejemplo anterior vamos a considerardaaidn de un mapa
bidimensional de dimensiones<% (30 neuronas en total, ver figura 3.7) a partir del
conjunto de 200 vectores de entrada representado en la 8girdendremos por lo
tanto treinta vectores de pesos (uno para cada neurona gda) dedos componentes
cada uno (una para cada componente del vector de entragap@emos, como en el
caso anterior, que los treinta vectores han sido inicidéigacon el mismo valor de sus
componentes. Sean estos valor€s0017 y—0,0084 por ejemplo (valores obtenidos
aleatoriamenté)

Vamos a introducir también un valor a@e dependiente del ciclo y de la distancia
euclidea a la neurona ganadora. Para calcular el valoragteel ciclon de la neurona
que ocupa la filary columnav cuando la introduccion de un vector de entrada ha dado
lugar a que la neurona que se encuentra en laifika columnavy fuera la neurona
ganadora, tenemos

1 Hl_"uv—l_"uv HZ
a(na |‘?UV_?Ung||) = eXF’(—Tn)g)g

T 2+n
donde, recordando la notacion empleada anteriormégte,es el vector posicion
en la capa bidimensional de clasificacion de la neurona gaagfuy — fuy,|| €s la
distancia entre la neurona cuyos pesos vamos a actualizangurona ganadora, la
velocidad de aprendizaje durante el ciclo de actualizasioniene dada poog(n) =
ﬁ y o(n) esta relacionada con la anchura de la distribucién gaussiarante el
ciclony viene dada poﬁ.

) (3.16)

No vamos a listar los 200 vectores de entrenamiento commbgien el ejemplo
anterior por motivos de espacio. Baste para ilustrar losignos pasos del calculo
enumerar tres vectoregs= (—0,5,—0,57), xo = (0,0,0,43) y x3 = (—0,42,0,5) de los

200 que forman el conjunto de entrenamiento a partir del\arabs a crear el mapa.

¢Como ya comentamos en el ejemplo anterior, lo habitual emliziar los vectores de pesos con valores
aleatorios y diferentes entre si. Aqui mantendremos lddgdanicial por motivos de sencillez de célculo



Los mapas autoorganizados de Kohonen

Figura 3.7: Arquitectura del mapa autoorganizado bidinoeras del ejemplo.

Vamos a suponer que estos tres vectores han sido los tresrpsireeleccionados
aleatoriamente de la muestra.

A partir de todos estos datos, vamos a iniciar el proceso tilaacion de los pe-

sos (que, como hemos visto, inicialmente son iguales paesttas neuronas de la
capa de clasificacion). Para el primer ciclo=£ 1) y el primer vector de entrada

x1 = (—0,5,—0,57) tendremos que todas las neuronas se encuentran a la misma dis
tancia puesto que todos sus vectores de pesos son iguales:

%2 — G| = \/ (—0,5+0,0017)2+ (—0,57+0,00842 = 0,7508 (3.17)

Siguiendo el mismo criterio que en el ejemplo anterior, ezagb de que los vectores
de pesos de dos 0 mas neuronas se encuentren a la mismaidistneector de
entrada consideraremos neurona ganadora a la primera@mtopblégico (la que se
encuentre en la fila mas proxima a la primera y, en caso de quealoonas de la
misma fila se encuentren a la misma distancia, la que se enegeria columna mas
préxima a la primera). En nuestro caso se trata de la que semina en la primera

fila'y primera columna. Por lo tantyy, = 1
. . 1 11— T11)]2 .
Dbdygyy = 0 - (X— Gugyy) = §'exq%)'(x%g%) (3.18)

La ecuacién vectorial anterior se descompone en dos, uaacpda componente de
(_QJQVQ

Ayt = = -1,0-(~0,5+0,0017) = —0,1661

Atygy2 = = -1,0- (—0,57+0,0084 = —0,1872

Wik Wl
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Figura 3.8: Conjunto de entrenamiento para el ejemplo darh@mimensional autoor-
ganizado.

y, por lo tanto, los nuevos valores ag; seran

wi11 = —0,0017—0,1661= —0,1678
wi12= —0,0084—0,1872= —0,1956

Como vemos, el nuevo vector de pesos se ha aproximado alesttada pero no
coincide con él debido a que tiene un valor inicial menor que 1. Una vez actualizada
la neurona ganadoraresta calcular los cambios en los esateipesos de las neuronas
de su vecindad. Empezamos por las neuronas que se encugnimandistancia de
Manhattan igual a 1. Para la neurona de coordenadasndremos

1 1,1) - (1,2)|)?
Awipy = 3 exp(—%) -(—0,540,0017
1
= 3 0,6065- (—0,5+0,0017) = —0,1007
1 1,1)—(1,2)|2
Ay = §GXK%)(O,57+ 0,0084)
1
= 3 0,6065- (—0,57+0,0084 = —0,1135

y por lo tanto

w121 = —0,0017—0,1007= —0,1024
w122 = —0,0084—0,1135= —0,1219
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Para la neurona de coordenatastendremos

1 H(lal)_(27l)||2
A = — - - = 7 ). (= 1
Up11 3 exp( 3. (10 )-(—0,5+0,0017
1
= 3 -0,6065- (—0,5+0,0017) = —0,1007
_ 1 11,1 - 2D
Aoz = 3 -exp(— 2 (102 )-(—0,57+0,0089
1
= 3 -0,6065- (—0,57+0,0084) = —0,1135

y por lo tanto
w11 = —0,0017— 0,1007= —0,1024
w12 = —0,0084—0,1135= —0,1219

A continuacion, actualizamos los vectores de pesos de lasma&s que se encuentran
a una distancia de Manhattan igual &;T>2 y T31. Parariz tenemos

1 H(lal)_(173)||2
A = — - - = 7 ). (= 1
W31 3 exp( 5. (10 )-(—0,5+40,0017
1
= 3 -0,1353- (—0,5+0,0017) = —0,0225
_ 1 1(1,1) — (1,3)|?
Awnzy = 3-eXp(f 2. (10 )-(—0,57+0,0084
1
= 3 -0,1353- (—0,57+ 0,0084) = —0,0253

y por lo tanto

(a1 = —0,0017— 0,0225= —0,0242
(32 = —0,0084— 0,0253= —0,0337

Con estos célculos damos por terminado el ejemplo puesto@uesta ya mas que
repetir el procedimiento iniciado hasta aqui. A medida gagamos considerando
neuronas a mayores distancias de la ganadora, el factonenpal dea sera cada
vez menor hasta llegar a un punto en que haga despreciabdéoelde A con lo
que vemos efectivamente que no hace falta definir explieitéenla vecindad de una
neurona. En el segundo ciato= 2 habra que tener en cuenta qug?2) = ;11 =0,25

y quec(2) = % = 0,5 con lo que los valores d&w seran una fraccion todavia menor
de|X—]|.

Simulacion sugerida:

A continuacion recomendamos la realizacion de la siguieritetica con el applet ja-

va incluido en la pagina weltitp://www.ia.uned.es/asignaturas/shc2/shc2/
applets/som/som.php . La descripcion de la practica que haremos aqui es exacta-
mente igual de valida para su realizacién con JavaNNS o S@M tRas el estudio

del capitulo 4, aunque en ese caso la definicion de los veaerentrada tendra que
ser mediante un editor de texto y no interactivamente cone applet.
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1. En primer lugar, cree puntos en el espacio de entrada coot@h izquierdo
del raton. Hagalo de forma que los puntos se agrupen en tnggtimaegiones
pequefias con 5 o 10 puntos. Inicialice los pesos de la retbatraente y
comience el entrenamiento de la red. Reduzca progresitamyativamente el
radio de la vecindad y la velocidad de aprendizaje hastaapieambios sean
inapreciables.

2. ¢Podria explicar por qué se agrupan los vectores de pedas mismas zo-
nas que los vectores de entradas? ¢Qué ocurre cuando disneintadio de
la vecindad? ¢Y cuando disminuye la velocidad de apremfiZgasee el cur-
so por distintas regiones intermedias del espacio de enyrashote donde se
encuentran las neuronas ganadoras para esos puntos yigasiaes ¢ Podria
describir la relacion final entre los vectores de entradayéxtores de pesos y
la posicion en el mapa de cada neurona ganadora?

3. Repita el proceso pero introduciendo como datos de enpractos que formen
una curva como la del ejemplo 2. ¢ Qué ocurre ahora? ¢ Es una idea hacer
mapas bidimensionales en este caso? ¢ Por qué?

4. Repita de nuevo el proceso pero introduciendo como da&@nttada puntos
que se distribuyan uniformemente en el espacio de entrada eo el ejemplo
del mapa bidimensional. ¢ Qué ocurre ahora? ¢ Es una buenhader mapas
bidimensionales en este caso? ¢ Por qué?

5. Intente ahora representar una agrupacion de datos mgdejarmaomo, por
ejemplo, una elipse con un grupo de puntos en su centro. ¢ @&pnesenta
la red el espacio de entradas? ¢,Por qué en unos casos lo hacejueeen
otros?

Recuerde que la utilidad de los mapas de Kohonen es repressptcios de entrada
de alta dimensién en mapas de una o dos dimensiones.
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Capitulo 4

Herramientas de ayuda en el
desarrollo de redes neuronales

Objetivo: En este tema vamos a explicar la diferencia entreds redes neurona-
les artificiales, tal y como fueron concebidas en un princig, y sus realizaciones
practicas mas habituales. Como veremos, éstas pierden altas de las ventajas 'y
propiedades que les conferian sus definiciones iniciales ambio de una mayor

flexibilidad, al ser simuladas mediante ordenadores secueiales Von Neumann.

Aprenderemos el manejo de un programa de simulacion de redesguronales de

libre distribucién y su utlizacion en aplicaciones practi@as. Asimismo, veremos
de forma superficial algunos tipos de neurosimuladores quebarcan otras areas

de la neurocomputacion mas alejadas de las aplicaciones mtécas y los aspectos
mas basicos de las implementaciones fisicas.

4.1. Concepto de simulador de redes neuronales

En capitulos anteriores hemos repasado y analizado losgw@nfes basicos de una
red neuronal y disponemos ya de una bateria conceptual gyeenwitira abordar as-

pectos practicos de la implementacion de redes neurondealgoritmos de aprendi-

zaje tanto supervisados como no supervisados de los paogmdetuna red neuronal

(los pesos y polarizaciones). Aqui, pretendemos aceredn@no a una herramienta
particular de ayuda al desarrollo de redes neuronales cgnelde resultara sencillo

aplicar los conocimiento teéricos que se abordan en logsites capitulos a ejemplos
concretos y sencillos que se le iran presentando.

El nombre de dicha herramiento es JavaNNS, heredera de SSiNSgart Neural
Network Simulator). En realidad, ambos so6lo se difereneiana interfaz grafica,
puesto que el nucleo del sistema, escrito en lenguaje c,reiselo. Como su propio
nombre indica, se trata de un simulador de redes neuronedesrdllado inicialmen-
te en la Universidad de Stuttgart. En ocasiones, a este éeedamientas de ayuda
al desarrollo de redes neuronales se las conoce como rmautadbres, aunque pa-
ra hablar con propiedad, un neurosimulador es una cosa ratigtdi se trata de un
programa con el que puede modelar el funcionamiento de urom&biolégica me-
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diante la resolucion simultanea de un conjunto de ecuasidifierenciales que des-
criben el comportamiento de los canales ionicos de una nausal, su potencial de
membrana o las concentraciones de diferentes sustancelikoplasma neuronal.
Evidentemente, no es ése el tipo de herramientas que nesderdilidad en el de-
sarrollo de este curso. La utilidad de los neurosimuladsegsone de manifiesto en
otros ambitos de la computacion neuronal mas proximos ali@fisiologiay que, en
muchos casos, sirven de inspiracion en ultima instancia paxdelos artificiales de
neurona. Al lector interesado en este tipo de herramieat@&zbmendamos la lectura
de los documentos que aparecen en la pagina web de la as@ghbaja la solapa de
Neurosimuladores. Nosotros en lo que sigue nos circunisambs a los simuladores
de redes neuronales y, en particular, al que se mencionarééicpo del parrafo, es
decir, a JavaNNS.

Los simuladores de redes neuronales son programas malglagecomprenden bi-
bliotecas de componentes de forma que el usuario no nepesgeamar los algorit-
mos de calculo més usuales sino que, bien de forma gréaficaehiinea de coman-
dos, selecciona la arquitectura de la red neuronal que dessauir (el nUmero de
capas, el tipo de neuronas que componene cada una de ellaoyettividad) y el
algoritmo de aprendizaje que considera apropiado, y ellaoourealiza todo el pro-
ceso tanto de inicializacion como de aprendizaje de la tedg@@nando sus configu-
raciones en ficheros externos que pueden ser modificados$ilzagios en cualquier
momento. Obviamente, cada simulador tiene unas espedifiescparticulares que
nos obligan a dar a nuestros patrones de entrada/salidamattbdeterminado pero,
en conjunto, el beneficio que obtenemos al ahorrarnos laemmgahtacion de modelos
de red/aprendizaje tan comunes resulta muy superior amsfde adaptacion de los
datos.

4.2. Java Neural Network Simulator (JavaNNS)

4.2.1. Instalacion

JavaNNS puede ser descargado desde la pagina web de laditfagdede Tlbingen
a Para ejecutar JavaNNS es necesario instalar previamertgéarho de ejecucion
Java (Java Runtime Environment, JRE) o el kit de desarr@leadtware (Software
Development Kit, SDK). Ambos se pueden descargar grateitéende la pagina web
de Sun Microsystenis®

JavaNNS se distribuye en forma de fichero comprimido zip ptatformas Win-
dows, o tar.gz para sistemas operativos basados en unix(birsolaris). Una vez
descomprimido, el fichero genera los siguientes ficherospetas:

http:/www-ra.informatik.uni-tuebingen.de/software/ JavaNNS/welcome\_e.html
Phttp:/fjava.sun.com/j2se/1.4.2/download.html

¢Si el alumno tiene alguna dificultad instalando cualquigréod dos, péngase en contacto con el equipo
docente de la asignatura en la direccién de correo electrdrabitual.
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Figura 4.1: create-layers

1. JavaNNS.jar - el archivo java que contiene las clasestafaz de usuario
2. examples - carpeta de ejemplos

3. manual - carpeta con el manual

Los usuarios de un sistema operativo basado en el kernelnde Lpueden ejecutar
JavaNNS mediante la orden java -jar JavaNNS.jar en lineadmrdos; los usua-
rios de Windows, simplemente pulsando dos veces el ratorn ienre del fichero
JavaNNS jar.

4.2.2. Creacion de una red neuronal

La primera vez que se ejecuta, JavaNNS crea una copia delandel simulador
en la carpeta que el usuario elija mediante la ventana degdiadorrespondiente.
La ubicacion de la libreria queda almacenada en el fichea\NNS8.properties en el
directorio personal del usuario. Una vez realizada estaacofig una Unica vez (la
primera), el sistema operativo arranca la interfaz grafasatda en Java. Lo primero
gue vemos es el espacio de trabajo vacio salvo por una vegediftalo default <1>.
En esta ventana se visualizaran las redes neuronales (gracs'g, por supuesto,
podemos aumentar o disminuir su tamafio de igual manera duagisecon un entorno
de ventanas de los habituales. A la izquierda de la ventas@moontramos con la
escala de color que se empleara para mostrar la magnitudtitgas variables que
podemos representar. Por defecto éstas son la activaclée deuronas (units) y los
valores de los pesos que conectan unas con otras (links).

Crear una red neuronal consiste en JavaNNS en definir latectjuia: seleccionar
un numero de capas, la dimensién o nimero de neuronas de caddelellas vy,

finalmente, la conectividad entre capastea capa. Dicho proceso se realiza mediante

la ventana de dialogo Create layers que se abre al selec@ora pestafia Tools
sucesivamente la opcién Create y Layers (ver figura 4.1).

En dicha ventana, podemos seleccionar la anchura (Widédlydra (Height) de cada



Herramientas de ayuda en el desarrollo de redes neuronales

B beters <X e ] EI
| 34 [=]

1 . 3 '] ___5——"___’__ “3‘;'?-5%\.&\_ 46 47 48 48
SN E . mEmEm
i i i i 10 {Iag'f!*_ .:__\_\'.Eit I:Iiﬁ ez Begh

1 £ ) | N i
o 12 4% 4w AR f.-;ﬂ3’53:-‘-,_"“‘ii—__—-;ﬁs‘iﬁ.'j}s“s“ﬁ_ﬂs’é? By s
HEEER" R /= E--1
16 17 18 19 2@ B 050 2,055 80503 Dy 3

7 .S RBR N N

:: L i o A fa 3K/ 33 04543 0EET

= H O EERE -

T TR e | g |- H
- =
3 82 g S
HE B E B B

] Rt 1 i i 1 1

Figura 4.2: Ventana de Display con la red neuronal de ejeapléavaNNS.

capade lared ademas del tipo de neuronas que la componetyfé)i la funcién de
activacion (Activation function) y la funcién de salida (fput function). En la misma
ventana se pueden especificar otras opciones en las qué hpomento, no vamos a
entrar. Supongamos que deseamos crear una red neuronelgsiiiear una imagen
binaria bidimensional como una de las 26 letras mayuscelbali@&beto anglosajon.
Supongamos también que la imagen bidimensional tiene #fBasolumnas. Enton-
ces, espacio de entrada de la red tendra 35 neuronas seqgerggara que sea mas
intuitivo, dispondremos también como una matriz bidimenail de 7 filas y 5 colum-
nas. El espacio de salida lo representaremos como una c&gangeironas, una para
cada letra del alfabeto. La red completa estara compuestesieapa: la primera sera
la capa de entrada bidimensional, la segunda, una capa gdalttercera la capa de
salida. La figura 4.2 muestra la ventana de Display de la reduds del proceso de
creacion que describimos a continuacion.

El procedimiento para crear la primera capa sera introéligalor 5 en el campos de
anchuray 7 en el de altura de la capa y seleccionar el tipd Bypel menua desplega-
ble que aparece al pinchar con el raton sobre el campo a letdede Unit type. Por
ahora, dejemos como funciones de activacion y salida lasigura por defecto en la
ventana, es decir, Act_Logistic, y Out_ldentity. Al pulsan el raton sobre la opcion
Create aparece automaticamente en la ventana que reprizsesd neuronal, la ma-
triz de neuronas de entrada que acabamos de definir. La aettgasreacion de capas
se modifica automaticamente para indicarnos que la positgda esquina superior
izquierda de la proxima capa se habra desplazado (para guitdas distintas capas
se superpongan en la ventana de visualizacion) y que didixinpa capa (la segun-
da) tendra, como cabia esperar, el nUmero de orden (Laydveryix Si queremos
visualizar las capas en vertical, modificaremos los valquesaparecen en la ventana
Create layers para que figure 1 en el campo de anchura 'y 10 enaéilida (valores
de la segunda capa). Ademas, hemos de cambiar el tipo denaeaiktidden (oculta).
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Al pulsar de nuevo Create aparece en la ventana de visualizde la red una nueva
capa cuyas neuronas se disponen en alineamiento vertibabi®ramos invertido los
valores de anchuray altura la capa se desplegaria en h@aliZ6inalmente, repetimos
el procedimiento para la capa de salida seleccionando losegal para la anchuray
26 para la altura y Output para el tipo de neurona. Ya podemigaipClose y en la
ventana de visualizacion podremos contemplar la red nalrecién creada.

Soélo resta conectar las neuronas. Para ello, selecciordamgevo la pestafia Tools y,
en ella, Create y Connections. Asi habremos abierto unaremtenominada Create
links que nos ofrece tres posibilidades: Connect seleci#éd (conectar unidades se-
leccionadas), Connect feed-forward (conectividad hadéaante) y Auto-associative

(para redes autoasociativas). En nuestro ejemplo, setexremos la conectividad ha-
cia adelante lo que al pulsar sobre Connect con el ratén hadparezcan en la
ventana de visualizacion de la red enlaces que van de lamedmentrada a todas
las de la capa oculta, y de cada una de las neuronas de la edfzazola neurona de

salida. La opcioén feed-forward crea todas las posibles»éones entre una capay la
siguiente.

4.2.3. Entrenamiento

Antes de comenzar a describir el proceso de especificacldnatio de aprendizaje
de la red, vamos a cargar el fichero que contiene el conjunémttenamiento de la
red. Para ello seleccionamos, como suele ser habitual, rl ehesplegable titulado
File la opcién Open. En la ventana de seleccion de ficheroapmece, descendemos
al directorio examples (ejemplos en inglés) y pinchamosvaags en el fichero let-
ters.pat. Ese fichero, que incluimos a continuacion, fugdeon las especificaciones
gue se han de seguir para crear nuestros propios ficherotrdegm

SNNS pattern definition file V3.2
generated at Mon Apr 25 18:08:50 1994

No. of patterns : 26
No. of input units : 35
No. of output units : 26

# Input pattern 1:
01110
10001
10001
11111
10001
10001
10001

# Output pattern 1:
1000000000
000000O0OOO
000000

# Input pattern 2:
11110
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Es muy importante atenerse a las especificaciones de estmfichuy especialmen-
te en lo que se refiere a la cabecera. Esta consta de ochodimmeadas mostradas
(algunas de ellas en blanco) que especifican el nUmero denpatgue contiene el
fichero( No. of patterns), el nUmero de entradas (No. of imymiis) y el de salidas
(No. of output units). Las lineas que comienzan con una ahaiidh son comentarios
Yy No se ajustan a ninguna regla salvo la mencionada. A catidn se incluyen al-
ternativamente los valores de entrada y salida en el ordgnese hayan numerado
las neuronas de la red. Las lineas se pueden terminar emuirgignto para dar ma-
yor legibilidad al fichero. En este caso, las entradas septas en bloques de siete
de forma que se pueden entrever en los patrones de entragiatidses correspon-
dientes a las letras A y B mayusculas. Una vez cargados losngstestamos ya en
disposicion de seleccionar el algoritmo de entrenamiemeadgseemos en el Panel de
Control (Control Panel) que se activa en el menu desplegiaiie pestafia Tools.

Initializing functicn | Randam Welghts -|

Paramielers

min |T max r

Init

Figura 4.3: init

El Panel de Control consta a su vez de seis pestafias algulaadeles pueden estar
inactivas (no seleccionables): Initializing que permlage el modo de inicializacion
de los pesos; Updating, que define el orden en que se actldggesos; Learning,
que selecciona el algoritmo de aprendizaje y los parametre$os caracterizan; Pru-
ning, que permite definir un mecanismo de poda que elimirzeamente sinapsis;
Patterns, que nos permite definir qué fichero de patronesdpibbhemos abierto con
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Figura 4.4: learn

JavaNNS vamos a emplear como conjunto de entrenamientaadidn y, finalmen-
te, Subpatterns que se activara cuando hayamos definidatsoigs en el conjunto
de entrenamiento (para saber mas sobre subpatrones oratamos leer el manual
de usuario de SNNS).

Para nuestro ejemplo, vamos a dejar seleccionada la fudeiinicializacion Random
Weights (Pesos Aleatorios) entre -1.0 y 1.0, la funcién daaizacién Topological
Order (Orden Topoldgico) que actualiza los pesos segunrabrdide orden de la
neurona, el algoritmo de aprendizaje Backpropagatiormr@Reipagacion) con para-
metrosn = 0,2 (velocidad de aprendizaje)dhax= 0,1 (la méxima diferencia entre el
patrén objetivo y el resultado de la red que se considera c@spreciable y que, por
lo tanto, no se propaga hacia atras para recalcular los)p&aa funcion de apren-
dizaje tiene sus propios parametros y el usuario de JavaNN&Ider el manual para
conocer todos los algoritmos a su disposicion y la selecd@®parametros 6ptima
para la tarea que desea resolver. En esta misma pestafizeddiapje vamos a fijar
el valor de la variable Cycles (que nos permite selecciohatimero de veces que
se le va a presentar a la red el conjunto entero de patronegrée@miento o ciclos)
en 150, mientras que la variable Steps (Pasos) que repaeslemimero de patrones
gue se van a procesar al pulsar el botén Learn Current (a@eipatron seleccionado
actualmente) la dejaremos en su valor por defecto. La of@hdiffle, cuando es selec-
cionada, nos permite reordenar los patrones aleatorignfleatajarlos) en cada ciclo
de presentacidn. No vamos a podar ningln pesoy, en la pekdferones dejaremos
seleccionado el fichero letters en el campo Training setj(@émde entrenamiento).
La pestafia, ademas, nos permite afiadir nuevos patronesantesidos en el fichero
leido y modificar o borrar los ya existentes asi como elimmafiadir nuevos ficheros
de patrones y seleccionar una funcion de procesado de ldasséRemapping func-
tion) que se puede utilizar para re-escalar los valoreslidkagste los ejemplos. Si se
desea realizar preprocesado de los patrones de entradeesin 2.2.1 del capitulo
2) JavaNNS ofrece varias posibilidades entre las que seeatrem la normalizacién
de la longitud euclidea, el cambio de escala lineal (en cago solicita la pendiente
y la ordenada en el origen de la recta) y la umbralizacior fmo ello mediante la
utilizacion devistra y de manera previa a la incorporacion del fichero de patrones a
JavaNNS. Sin embargweijstra es un proyecto antiguo y desatendido que en la ma-
yoria de los sistemas actuales tendra problemas para @niol ello, los usuarios
de JavaNNS escriben sus propias rutinas de preprocesadopante del proceso de
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Figura 4.5: error

creacion del fichero de patrones.

Antes de volver a la pestafia Learning para comenzar el apegagulsando la opcién
Learn All (Aprender todos los patrones), vamos a abrir umdarea grafica que nos
permita visualizar en todo momento la diferencia entrelidadeseada de laredy la
salida real. Para ello, seleccionamos en la pestafia Vielelall Principal la opcion
Error Graph. Con ello aparece la ventana Error Graph quey emasgen izquierdo,
presenta otro menu desplegable con las distintas opci@magpeje vertical.

1. Error Cuadratico Total o Summed Squared Error (SSE)

1 N ] Ni N )
SSE=E@) =33 [T -JMI*=3-5 5 (i-y® (1)
gue se corresponde con la definicién de la formula 2.5
2. Error Cuadratico Medio o Mean Squared Error (MSE) defigioimo

SSE

MSE= — 4.2
SE= 1T (42)
dondeN, es el numero de patrones. 0 como
E
MSE= SSE 4.3)
Ns

dondeNs es el nUmero de neuronas de salida de la red.

Dicha ventana ofrece ademas la posibilidad de modificardiogas representados en
ambos ejes mediante las cabezas de flecha, borrar las ctazadds o superponer
una cuadricula.

Una vez abierta la ventana de representacién gréafica de) eoteemos al Panel de
Control y pulsamos el botén Learn All en la pestafia Learning, lo que el nicleo
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de JavaNNS ejecuta 150 ciclos de aprendizaje. Como ejergicdponemos al lec-
tor que varie la longitud total del aprendizaje bien pulsavatias veces seguidas el
boton Learn All, bien cambiando el valor de Cycles y que deadas curvas ob-
tenidas para, por lo menos, dos funciones de aprendizaggFBapagation y Back-
Prop_Momentum. ¢ Por qué detenemos el aprendizaje cuandmodtiamos dismi-
nuir mas el error? ¢ Cual de las dos funciones de aprendiaegdisminuir el error
mas rapidamente?

4.3. Herramientas de JavaNNS

JavaNNS es la interfaz mas moderna de SNNS pero no incoqutas las herramien-
tas que éste proporciona. Para aquellos alumnos inteiesada creacidn automatiz-
da de redes neuronales mediante scripts o en el empleo desdadtes como funcio-
nes integrables en c, resumimos aqui una guia de uso de famfestas batchman y
snns2c de SNNS. Para disponer de estas herramientas sé isbeadar previamen-
te SNNS.

4.3.1. Batchman

Batchman se ejecuta desde linea de comandos con una ordealetfe a unix-
prompt>batchman -f file.bat -| file.log. El fichero file.bata& compuesto de sen-

tencias de control de tipo IF-THEN-ELSE-ENDIF, FOR-TO-EDDFOR, WHILE-
DO-ENDWHILE o REPEAT-UNTIL, y de llamadas a funciones detheo como las

gue se enumeran a continuacion

| Seleccién de pardmetrdsFunciones de redef Funciones de patrondsFunciones especialds

setlnitFunc() loadNet() loadPattern() pruneNet()
setLearnFunc() saveNet() setPattern() pruneTrainNet()
setUpdateFunc() saveResult() delPattern()
setPruningFunc() initNet() pruneNetNow()
setRemapFunc() trainNet() delCandUnits()
setActFunc() resetNet() execute()
setCascadeParams() jogWeights() print()
setSubPattern() jogCorrWeights() exit()
setShuffle() testNet() setSeed()
setSubShuffle()
setClassDistrib()

El significado de las funciones es evidente a partir de su nentlos parametros
gue se le han de pasar a cada llamada al nucleo se encuenghmanual de uso
de SNNS vy seria demasiado largo detallar aqui todas lasilptesites. Como con
cualquier otra duda, recomendamos al alumno interesadoaqnseilte con el equipo
docente cualquier duda que pueda surgir al respecto. Admivamos a incluir un
ejemplo comentado de fichero de comandos.

# cargar red neuronal del fichero encoder.net
loadNet("encoder.net")
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# cargar fichero de patrones
loadPattern("encoder.pat")

# seleccionar funcién de inicializacion de pesos
setInitFunc("Randomize_Weights", 1.0, -1.0)

# Inicializar pesos

initNet()

# Continuar el entrenamiento de la red mientras el error suma
#y no se hayan superado los 1000 ciclos
while SSE > 6.9 and CYCLES < 1000 do
# Imprimir el valor del error sumado cada 10 ciclos de entrena
if CYCLES mod 10 == 0 then
print ("cycles = ", CYCLES, " SSE = ", SSE) endif
trainNet()
endwhile

# Guardar en encoder.res (crearlo si no existe) todos los pat
saveResult("encoder.res”, 1, PAT, TRUE, TRUE, "create")

# Guardar la red en el estado actual en encoder.trained.net
saveNet("encoder.trained.net")

print ("Cycles trained: ", CYCLES)
print ("Training stopped at error: ", SSE)

4.3.2. snns2c

do supere un umbral

miento

rones de entrada y salida

El ejecutable snns2c genera, a partir de una red neurona) dad funcién escrita en
ANSI c que pueder ser llamada desde cualquier programa épn tioguaje. Dado
un comando como snns2c red.net la salida consiste en dosoBateel.c y red.h que,

compilados e incluidos en un programa ¢ mediante la linea

#include "red.h"

proporcionan una funcion definida por int red(float *entrdittzat *salida, int init)

donde entrada y salida son dos punteros a vectores con toevale entrada y salida
a la red neuronal e init es un entero requerido por algunos tig red neuronal. De
nuevo, recomendamos al alumno la lectura del manual o eavéguipo docente las

dudas que puedan surgir relativas al empleo de snns2c.

4.3.3. Simulacion con JavaNNS

En la direcciorhttp://www.ia.uned.es/asignaturas/shc2/snns

se pueden ob-

tener dos ficheros Utiles para poner en practica los coneotos adquiridos hasta
ahora. Corresponden al ejemplo de interpolacion intrattuein el capitulo 2en-

tre.pat que contiene los patrones de entrenamienitagrp.pat con puntos interme-
dios para los que deseariamos obtener una interpolacidpofemos como ejercicio
la creacion de la red neuronal descrita anteriormente eaNN8, su entrenamiento
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y la posterior transformacion del resultado con snns2c enfummcion en lenguaje ¢
para interpolacion.

4.4. SOM_PAK

SOM_PAK es un conjunto de programas para la creacion y adiésMapas Au-
toorganizados (Self-Organized Maps). Como se ve en ma#ledetael capitulo 3,
los mapas autoorganizados son el resultado de cuantizaaugeranordenada un espa-
cio de entrada de alta dimension mediante un conjunto denesctle referencia. El
proceso de creacion del mapa de tipo no supervisado y se @ mgidtualmente para
obtener agrupamientos de datokigtering complejos.

4.4.1. Instalacion

El conjunto de programas de los que vamos a tratar en estarssequeden obtener
en la paginahttp://www.cis.hut.filresearch/som_pak . Los alumnos que tra-
bajen en sistemas basados en MS-DOS deben descargar sendrele el asterisco
corresponde al nimero de version (p3rl en el momento déeseste documento).
Al ejecutar este archivo se extraen autométicamente toddEheros necesarios para
la instalacion. Aquéllos que trabajen con sistemas UNIXedetescargarse el fiche-
ro som_pak-*.tar, donde, de nuevo, * representa la versgbpibgrama (3.1 en el
momento de escribir este documento). Una vez descargadthetdi que contiene
en cualquiera de sus versiones el codigo fuente, los makgfidgemplos, la instala-
cion depende del sistema operativo. Como alternativa garellas alumnos que no
dispongan de compilador c++, en dicha misma pagina se pwemtrar dos direc-
torios con los ficheros binarios de la Gltima distribuciompilados en MS-DOS y en
Windows.

MS-DOS

Para instalar SOM_PAK en un sistema operativo basado en WS4iasta ejecutar el
fichero

> som_p3rl
con lo que se crea el directorio som_pak.3rl. Si cambiameteal@ectorio
> cd som_pak.3rl

encontraremos el fichero makefile.dos que nos ha de serargoanpilar el cédigo
fuente mediante

> copy makefile.dos
> make
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UNIX

En sistemas basados en UNIX, el procedimiento es similagxsae el fichero tar
mediante

> tar xvf som_pak-3.1.tar
y se compila mediante la serie de comandos

> cd som_pak-3.1
> cp makefile.unix Makefile
> make

4.4.2. Usoy ejemplos

Enlo que sigue se describe el proceso de creacion de un mapaganizado median-
te una herramienta (vfind) que coordina los binarios dealizzcion de los vectores
de referencia (randinit), de entrenamiento (vsom), dddion (vcal) y de uso (vi-
sual). Para obtener informacion detallada de cada uno o relinitimos al lector al
manual de uso de SOM_PAK.

Antes de explicar el uso de vfind, es necesario exlicar eldtwrASCII de los ficheros

de entrada. Estos han de ser encabezados con una linea eciéigspnecesariamen-
te la dimension de los vectores empleados para crear el @ap@mnalmente se pue-
den afiadir los siguientes campos (lo que hara que vfind napiegor los valores

correspondientes):

1. Tipo de topologiahexapara mapas en los que el vecindario de cada neurona
esta compuesto de seis neuronasabpara vecindario rectangular

2. Dimensién horizontal del mapa

3. Dimension vertical del mapa

4. Tipo de funcién nucleo o kernddubblepara funciones constantes en la vecin-
dad ogaussiarpara nucleos que disminuyen con la distancia segin una gaus-
siana.

Un ejemplo de tal cabecera seria
3 hexa 20 10 gaussian

e irfa seguida de un numero indeterminado de vectores dedmegonentes a partir

del cual se constuird el mapa. Es licito incluir comentagio®! fichero antecedidos
por el simbolo almohadilla (#). Asimismo se puede afadinall file cada vector una
etiqueta que identifique dicho vector como pertenecientealase determinada. Por
ejemplo,
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#primer vector
1 0 0 clase3
#segundo vector
0 0 1 clasel
#tercer vector
0 1 0 clase2
#cuarto vector
0 11 clase2

lo que permitiria, una vez construido el mapa, rastrearsec en el mapa de grupos
de vectores cuya naturaleza es conocida de antemano. Emmtalrse puede incorporar
conocimiento parcial de ejemplos mediante el simbolo veseerx, por ejemplo en,

#enésimo vector
10 x

Dado un fichero de entrada con vectores a partir de los cualdssea crear un mapa
autoorganizado como los que se incluyen en la distribu@ghdat), podemos iniciar
el proceso con el comando vfind lo que hara que aparezca allpamtbreve resumen
de los datos que nos van a ser requeridos y del algoritmo ques/a emplear. Este
se compone de dos fases, una primera de ordenacion y unalaatpirefinamiento.

vfind solicita en primer lugar el numero de mapas que se desaa De entre todos los
mapas creados se selecciona finalmente aquél de menoreoaaudtizacion es decir,
aquél en que los vectores que activan una neurona dada sn&acumas proximos
al vector de referencia. A continuacion y por este ordenid®gl nombre del fichero

que contiene los datos de entrada, el del que contiene losreeae comprobacion
(test) y el nombre que deseamos dar al fichero de salida coape autoorganizado.
Después el tipo de topologia (hexagonal o rectangularjpelde kernel (bubble o

gaussian) y las dimensiones horizontal y vertical del mgpslmente, los datos de
cada fase de entrenamiento: el nUmero de ciclos de entrenemgiraining length), la

tasa de aprendizaje (training rate) y el radio inicial dandad (radius).

Una secuencia de respuestas posible en el caso del fichemrddaeex.dat propor-
cionado con la distribucion podria ser

This program will repeatedly run the initialization, train ing
and testing cycle for Self-Organizing Map algorithm.

In the following the training file name, the test file name

(that can be the same) and the map save file name are asked.
After them the type of map topology is asked, as well as

the type of neighborhood function. The x- and y-dimension

of the map should be integers and prefereably x-dimension
should be larger than y-dimension.

The training is done in two parts. First an ordering phase
that is usually shorter than the following converging phase
The number of training cycles, the training rates and

the radius of the adaptation area are asked separately for
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both phases. The fixed point qualifiers and weighting quali fiers
are used if the corresponding parameters were given.

The quantization error is computed for each map and

the best map (smallest quantization error) is saved to

the given file. If the verbose parameter allows the quantiza tion
error is given for each separate trial.

After the answers have been given the training begins
and depending on the size of problem it may take a long time.

Give the number of trials: 100

Give the input data file name: ex.dat

Give the input test file name: ex.dat

Give the output map file name: ex.map
Give the topology type: hexa

Give the neighborhood type: gaussian
Give the x-dimension: 12

Give the y-dimension: 8

Give the training length of first part: 1000
Give the training rate of first part: 0.05
Give the radius in first part: 10

Give the training length of second part: 10000
Give the training rate of second part: 0.02
Give the radius in second part: 3

Como resultado de esta secuencia de comandos vfind genesajunto de 100 ma-
pas y almacena aquél de menor error de cuantizacién en eldiekgnap. El formato
empleado es, de nuevo, ASCII lo que permite inspeccionaakizente el mapa crea-
do. Dado un mapa de dimensig&rx y, se listan consecutivamente lovectores de
referencia de la primera linea de neuronas y asi sucesivarhasta completar las
filas del mapa.

Si disponemos de un fichero file.dat con vectores que desgaesentar al mapa fi-
le.map para averigiiar qué neurona activa cada uno de efipte@emos el programa
visual con la siguiente sintaxis

> visual -din file.dat -cin file.map -cout file.out

con lo que se generara el fichero file.out con las coordenadas deuronas activadas
por cada vector del fichero file.dat exactamente en el misigenoen que figuran en
dicho fichero.

Finalmente, dos programas muy Utiles para la interpratat#los mapas obtenidos
son vcal y umat. El primero es util si existe una clasificagitevia de los casos em-
pleados en la creacion del mapa. Evidentemente, no es ekcésque queremos

es agrupar los datos o, lo que es lo mismo, definir las clase®) cesultado del en-

trenamiento. En ocasiones, sin embargo, disponemos de @sgiiema clasificatorio

previo y deseamos ver qué clases estan proximas en el egaaoacteristicas y qué
otras estan mas separadas. En ese caso, podemos inclaisdaacla que pertenece
cada ejemplo en una columna adicional de forma que el comando
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> vcal -din file.dat -cin file.map -cout file.map -numlabs 1

calcula cuantos casos de cada clase han activado cada aeiglanapa y le asocia
una etiqueta que corresponde a la clase mayoritaria.

El segundo programa, umat, genera a partir del mapa obtenigfico de las distan-

cias entre los vectores de pesos de neuronas contiguasteDier®sa, neuronas que
se encuentren en el interior de una agrupacion tendranresaie pesos similares a
los de sus vecinos y las distancias seran pequefas. Al mismpd, las neuronas que
codifiquen las fronteras entre grupos, tendran vecinasectokes de pesos muy dife-
rentes y presentaran distancias mayores. Las distanaiasligiean en niveles de gris

bien seglin la media de los valores, bien segin la medianadiepelo del comando

empleado. La sintaxis en cada caso es

> umat -cin file.map [-average 1]
> umat -cin file.map [-median 1]

> umat -cin file.map [-ps 1]

si preferimos la gréfica en formato Postscript en lugar désBogt Encapsulado (que
es el formato por defecto).
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Capitulo 5

Objetivo: En este Ultimo capitulo pretendemos cerrar los contenigbsutso de
acuerdo con el espiritu que ha guiado el disefio de la asignadlemos pretendido
conjugar los aspectos mas tedricos del campo de la comgantaeuronal con una
perspectiva eminentemente préactica, de forma que al filalwiso el alumno esté
capacitado para implementar soluciones conexionistasglaronjunto de tareas en
las que este tipo de técnicas son adecuadas. Como menceeame capitulo 1,
éstas son basicamente las de clasificacion, regresiémobpmpirediccion. Todas ellas
son diferentes caras de una misma moneda, o, dicho de oteramads formal, son
tareas que comparten un mismo esquema conceptual absBanicésto lo veremos
después de los ejemplos.

5.1.

Empezamos pues con la que probablemente sea la aplicac®papalar de las re-
des neuronales. Existen por ello, multitud de ejemplos des@euronales de cla-
sificacion en los mas diversos &mbitos de la industria y deelacia. En este li-
bro de texto hemos elegido un ejemplo del repositorio de lwvadsidad Carnegie
Mellon de EEUU que se puede encontrarép:/www-2.cs.cmu.edu/afs/cs/
project/ai-repository/ai/areas/neural/bench/0.html aunque existen mu-
chos otros en la red. La razon por la que hemos elegido estlejes que ilustra
varios de los aspectos metodoldgicos fundamentales dairdée de una aplicacion
basada en conexionismo siendo el planteamiento concejgbploblema al mismo
tiempo muy sencillo.

5.1.1.

El problema al que hacemos referencia consiste en distingoas de rocas a partir
de una serie de observaciones obtenidas mediante un iesttoigienominado sénar
[GS88]. El sonar envia ondas acusticas en una serie de frgeselistintas y depen-
diendo del cémo rebota cada frecuencia en un objeto detadmipodemos saber de
qué esta hecho el objeto y a qué distancia se encuentra. Has mbotadas presentan
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diferentes caracteristicas dependiendo del angulo queafet haz incidente con el
eje longitudinal del objeto (dngulo aspectual). En estmpje nos interesa distinguir
la composicion del material a partir de las sefales recitpdael sonar. En particular,
si el objeto estd compuesto de roca o de metal. En este Ulasmsupondremos que
se trata de una mina enterrada.

Partimos de la energia detectada por el sénar en 60 bandescdericia diferentes
y a partir de esos 60 datos pretendemos averiguar si el asjegbque rebotaron las
ondas del s6nar es una mina o una roca. Como datos de pasgtmdmos de 208
ejemplos, 111 casos de minas y 97 de roca.

5.1.2.

Los datos de entrada han sido preprocesados para que lossvatoencuentren en
el intervalo [0,1]. Ya hemos tratado el problema de la noizaalén de los datos

tanto de entrada como de salida en el capitulo 2. No vamosvenvatjui sobre el

tema, aceptaremos como datos de partida la trasformaci@odean y Sejnowski,

y dejaremos al lector la comparacion de los resultados dsifidador para distintos
modelos del preprocesado.

Por otra parte, cada par entrada-salida del conjunto de dé&ponible corresponde
a un angulo de incidencia entre el haz del sonar y el eje lodigial del objeto. A
este respecto, Gorman y Sejnowski realizan un estudio ntayesante que ilustra
la importancia de la seleccion adecuada del conjunto derantriento. Inicialmente,
los autores dividen el conjunto de partida en 13 bloques dm46s cada uno, de los
cuales 12 son utilizados para entrenar la red y el decinerepara evaluar el error
de clasificacion. Repiten el proceso de aprendizaje 13 wEzaganera que el bloque
empleado para evaluar el funcionamiento de la red es siedigtinto. Los autores
obtienen que para algunas particiones del conjunto de datpsrtida la capacidad
de clasificacion de la red es bastante baja e interpretanesstitado como la con-
secuencia de haber incluido en el bloque de evaluacion @sgspectuales que no
estaban suficientemente representados en el bloque deamteato. Es evidente que
si no hemos ensefiado a la red a reconocer un tipo de patronefesti ese patron
no se encontraba en el conjunto de entrenamiento), la redteoénerrores cada vez
que se le presente un caso de este tipo. Esta es en definitaecidn que se debe
aprender de el ejemplo: es fundamental que en el conjuntotden@amiento se hallen
representadas suficientemente todas las clases que geerranocer, a ser posible
con la frecuencia en que se espera que aparezcan el el fang&nto real de la red.

Este problema motivo la siguiente solucién: los autoregddivon el conjunto de
ejemplos de forma que, tanto el conjunto de entrenamientmoal de validacion
tuvieran una representacion suficiente de todos los pssiioigulos aspectuales. Esta
vez dividieron por la mitad el conjunto de ejemplos (104 mentrenamiento y 104
para la evaluacion del error) y repitieron 10 veces el eatréanto y la evaluaciéon de
la red con esta Unica particion de los datos, que es la queesseat los alumnos para
que repitan el experimento con JavaNNS.
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5.1.3.

Los autores del articulo emplearon redes neuronales ditearigua fija para las capas
de entrada y salida puesto que la entrada eran siempre Exxidetes de las ondas
rebotadas en las 60 frecuencias distintas del sonar (60maside entrada) y sélo hay
dos salidas posibles: roca o mina. Gorman y Sejnowski aitdiz para codificar la sa-
lida dos neuronas de forma que la activacién de la primeraseptaba la deteccién
de unarocay la de la segunda, una mina. Este tipo de codfficapiie podria exten-
derse a mas clases afiadiendo una neurona por cada claseose con el nombre de
1-de-k (1- of — k en inglés) porque las clases se codifican en el conjunto de-ent
namiento mediante una Unica neurona de k en la capa de salideldes el nimero
total de clases. En este texto, al nimero de neuronas de dadeagalida lo hemos
llamadoNs asi que deberiamos llamar a esta codificacion Nge-

Una vez fijadas por la estructura de los datos las dimensamks capas de entrada
y salida queda por determinar la geometria intermedia d=llaGorman y Sejnowski,
a falta de conocimiento previo sobre la arquitectura masmgda, probaron redes
neuronales sin capa oculta y con una capa oculta de 2, 3, 6 242unidades para
comparar su capacidad de clasificacién mediante el conflsnévaluacion.

Cada arquitectura fue entrenada mediante el algoritmotd#prepagacion del error
empleando 300 ciclos de aprendizaje en cada caso y presuitide la componente
de momento (ver la seccion 2.3 en el capitulo 2). Los pesagsaalizan con valores
aleatorios entre -0.3 y +0.3 y la tasa o velocidad de aprajainicial es de 2.0.
Finalmente, no se consideran errores por debajo de 0.2.

5.1.4.

En esta seccion hemos mostrado un ejemplo sencillo de aidliceonexionista para
la resolucién de una tarea de clasificacién para la que sertisge escaso o nulo
conocimiento previo y sélo se tiene un conjunto de ejempéosatia clase. Hemos
aprendido la importancia de seleccionar adecuadamentelito de ejemplos de
entrenamiento de forma que representen estadisticanoelai® las posibilidades que
se le pueden presentar a la red durante las fases de evalyag@funcionamiento

real. Hemos visto que durante la fase de disefio, la escasgmdeimiento sobre la

estructura de la tarea de clasificacion implica tener quiexpdiferentes arquitec-

turas para hallar la que mejor clasifica el conjunto de eciduaA este respecto es
conveniente que el lector repase los conceptos relativosnapromiso entre sesgo y
varianza presentados en el capitulo 2.

Para consolidar los conceptos aprendidos a lo largo delyil®jemplificados en este
trabajo, asi como para acumular destreza en el manejo derfasrtientas de desarro-
llo de redes neuronales pedimos al alumno que reproduzgpelimento de Gorman

y Sejnowski utilizando JavaNNS vy el fichero de datos de norsbrar.data que se
encuentra en el repositorio cuya direccion URL aparece miezo de la seccion.

Compare las tasas de clasificacion correcta obtenidas pdeaazquitectura con las
obtenidas por los autores del estudio. Asimismo, le pedioeslleve a cabo las si-

guientes modificaciones:

1. Repita el experimento empleando retropropagacion comenio, por lotes,
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Figura 5.1: Datos de partida a partir de los cuales deseabtesar una superficie de
regresion continua.

quickpropagation, retropropagacién con regularizacweight decay) y resi-
lient backpropagation, y compare los resultados.

2. En todos los casos anteriores monitorice los valores glelikiintos tipos de
error en el conjunto de entrenamiento y en el de evaluaafidacion y saque
conclusiones sobre las diferencias.

3. Emplee un preprocesado distinto de los datos (por ejercgaobiando el rango
a [-1,1] o empleando una distribucién normal gaussiana)mpase con los
resultados de Gorman y Sejnowski.

5.2.

Continuamos los ejemplos de aplicacion de soluciones comistas a tareas propias
de la IA con un caso de regresion. En muchas ocasiones nostearoos con siste-
mas que a un conjunto de entradas responden con un conjusadidies y la relacion
entre unas y otras no es simple o lineal. Supongamos queEmdisle un conjunto

de puntos como el de la figura 5.1 que representan la satjda produce un sistema
para una entradgs, x2) dada. Para fijar ideas, podriamos imaginar que el sistema es
un médulo de control de un brazo robético que mide la presi@nejerce la pinza
situada en el extremo del brazo en funcién de la positi@rnx) de dicho extremo.
Hemos supuesto que el proceso de medida de la salida egtidafpor errores, como
suele ser habitual en cualquier proceso de medida. La taredgpque buscamos una
solucion conexionista es la de obtener la salida prograrflagaesion de la pinza)
para una nueva posicidixi,x2) que no sea una de las que ya hemos medido, esto
es, queremos generalizar a partir de lo ya conocido que estiensado en la grafica
5.1. Silo conseguimos, habremos obtenido un sistema fragdlaicial que responde
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Figura 5.2: Funcién tridimensional a partir de la cual se dltenido los puntos de
la figura 5.1 por adicion de ruido gaussiaxde media 0 y varianza 0.5. La formula
andlitica empleada fue ekp|x* +y? — 2|/5) + €.

aproximadamente de la misma manera sin saber su composicidestructura inter-
na. A eso podriamos llamarlo una identificacion del sistéinayeneral los problemas
son mas complicados y tienen un nimero indeterminado dada#y salidas.

Si nos olvidamos de que los puntos de la grafica proceden dstema real (un brazo
robético) que lleva a cabo una determinada tarea, podensodaxte! problema como
si se tratara de encontrar qué funcidon ha generado los paapgmiendo que a la
funcion se le ha afiadido ruido. Ese problema es muy generly sonoce como

problema de regresion. En cualquier caso, como deciamdmsason equivalentes.
Enlafigura 5.2 se muestra la funcion de la que se han obtersqmintos de la gréafica
?? mediante la adicién de ruido y en 5.3 la superposicion de loggs a la grafica

desde una perspectiva que permite apreciar la presenciaidie!

Evidentemente, la funcion representada en la figura 5.2s0decida; se trata pre-
cisamente de recuperar esa funcion continua a partir deatos de la figura 5.1 que
estan afectados por ruido. Nosotros la mostramos por nsadiiet®cticos.

5.2.1.

Disponemos del conjunto de ejemplos dado en el fichero riegrdsat accesible en
la pagina web de la asignatura. Consta de 400 casos paradaigponemos de las
entradas al sistema (dos) y la salida producida y deseamefcio una red neuronal
gue capture las relaciones entre las entradas y las salgtsgapaz de reproducirlas
para nuevos casos. Para ello, vamos a dividir el conjuntattesseén diez bloques de
40 ejemplos cada uno. Nueve de estos bloques compondranjehttmde entrena-
miento y el décimo se empleara para la evaluacion de la retbDeueve primeros
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Figura 5.3: Superposicion de las dos figuras anteriores.

bloques, seis se emplearan para entrenar la red y tres patidacion. A continua-
cién repetimos el procedimiento nueve veces hasta obtertetal de diez particiones
en las que el conjunto de evaluacién siempre es diferente.gEsceso es lo que se
conoce en inglés comiefold cross validation

5.2.2.

Como se ha indicado anteriormente, la definicion del peréephulticapa hace que
la normalizacion de los datos no sea imprescindible perosisejable para optimi-

zar el proceso de aprendizaje. En este caso, puesto qudasedran problema de
simetria axial, existe una transformacién del espacio de@a que simplifica ex-

traordinariamente el problema (dejamos al lector que lguiy que justifique por

qué). Sin embargo, en situaciones mas generales en las traba@a en muchas di-
mensiones, es dificil que podamos emplear este tipo deioihgs geométricas. Sin
mas informacidn sobre la naturaleza del problema y dadolgspacio de entrada es
extraordinariamente reducido (sélo dos dimensiones) meessario efectuar reduc-
cion de variables mediante Andlisis de Componentes PafespAdemas, todos los
ejemplos son completos por lo que no es necesario refinarlpéspeoceso de datos.

5.2.3.

Dadas las especificaciones del problema, es evidente gee feeuronal deberé tener
dos neuronas en la capa de entrada y una en la de salida. Blondeneapas ocultas y
su composicion dependeréa de lo complicada que sea la fugo&ueremos repro-
ducir. Si se trata de una funcién altamente no lineal nearesitos muchas unidades de
procesamiento intermedio u ocultagigeversaSera necesario realizar varias pruebas
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para seleccionar una arquitectura adecuada. Si supiésgmiasi qué tipo de funcion
queremos que reproduzca la red neuronal quizas seria @asibar mas la arquitec-
tura de lared. Por ejemplo, si supiésemos que la funciomdiep@o directamente de
las variables de entraday x, sino de sus producto$, x3 y X; - Xz, podriamos afiadir
una capa previa de expansion de entradas que se ocupasaedmteae calcular esos
productos y proporcionarselos, junto cary x, a la capa de entrafla

5.2.4.

Este ejemplo reproduce un problema comun en el anélisidistta de datos. Dado
un conjunto de valores de entrada y otro de salida que supmnqoe representan
una relacion (bien porque son valores de entrada/salida destema o porque sim-
plemente corresponden a una funcion matematica que no pedesaribir de forma
analitica), se busca obtener una red neuronal que repradict@a relacion. El lector
debera, a partir de la informacién proporcionada aqui gengra arquitectura de red
neuronal capaz de reproducir los datos de los conjuntosalga®mion con valores del
error cuadratico medio inferiores al 10% en promedio padatdas particiones del
método de validacion cruzada. Para ello podra emplear gigalgariante del méto-
do de retropropagacion del error. Debera asimismo repi@sen 3 dimensiones los
valores de la funcion usada para generar los datos

fxy) = g -exp(—|0¢ +¥—2]) 5.1)

y los que obtendria con la red neuronal para valores de l&bles de entrada en el
rango mostrado en la figura 5.1 (entre -5 y 5) en intervalosteotes de 0.1. Final-
mente, debera representar graficamente los errores oslatimetidos para esa misma
reticula (es decir, el error absolfitdividido por el valor absoluto de la funcién).

Finalmente, el lector debe responder a las siguientes ptagju

1. ¢Cobmo se maodificariala arquitectura de la red neuroread Bigar de identificar
un sistema de una Unica salida estuviésemos tratando emaisbn multiples
salidas?

2. ¢Qué transformacién del espacio de entrada permitstver facilmente el
problema de identificacién/regresion propuesto?

3. Alavista de la funcién generatri de los datos, ¢ cree &iapie seria intere-
sante expandir el espacio de entradas? ¢ qué relacidretesthiexpansion con
la solucidn a la cuestion 27?

4. ¢Por qué cree que se emplea el error cuadratico medio preeldizaje de la
red neuronal y no el error relativo?

aUna capa de expasion del espacio de entradas estaria ceangaeseuronas muy diferentes de los
perceptrones del resto de la red. Siendo rigurosos, noati@ de la red ni podriamos llamar a sus com-
ponentes neuronas puesto que no hay pesos adaptativoemiizpje propiamente dicho sino un célculo
analitico muy sencillo en forma de productos. Este tipo gesiones se deben incluir en el preproceso de
datos para no mezclar un tipo de computacién con otro.

bel valor absoluto de la diferencia entre el valor de la fungjéneratriz y la prediccién de la red neuronal
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5.3.

El contenido de este texto esta dirigido claramente a esitel de la asignatura de
Sistemas Basados en el Conocimiento Il de la UniversidadoNaktde Educacion
a Distancia. Por ello y dado el contexto en el que se imparssilgnatura, se ha
optado por restringir la tipologia de las redes neuronasgadas para poder hacer
mas hincapié en los aspectos metodoldgicos y practicosedarillo de soluciones
conexionistas para tareas en Inteligencia Artificial. Clbm, @emos pasado por alto
arquitecturas y algoritmos de aprendizaje que se podriasiderar apropiados para
algunas tareas de prediccion de series temporales comadagigq vamos a abordar en
este punto (en particular arquitecturas recurrentes dadar ElIman). En el ejemplo
gue presentaremos a continuacion, emplearemos de nue@appenes multicapa en-
trenados mediante la retropropagacion del error paraversedta tarea aun cuando no
sean una solucién éptima en muchos casos. Si siempre esémgarecordar al alum-
no el caracter necesariamente limitado del temario de ¢masira y las limitaciones
que ello implica, es igualmente necesario ayudarle a erarolas fuentes de infor-
macion que le pueden servir para ampliar sus conocimieBtos! libro de Haykin
[Hay94] se puede encontrar un capitulo dedicado a este teafargncias completas
a la bibliografia relevante del campo a mediados de los afieta. Referencias méas
actualizadas se pueden obtener del equipo docente por thesibituales.

Vamos pues a utilizar perceptrones multicapa pero de dosmaatigeramente dis-
tintas. En la primera para la que no necesitaremos ninguradirccion tedrica, la
arquitectura de la red seréd exactamente igual a la estudiadhcapitulo 2. Supon-
gamos que el problema que queremos solucionar consistedeqir, a partir de una
serie temporal dp-+ 1 valores«(t),x(t — At), x(t — 2-At), ..., X(t — p-At) el valor futu-
ro x(t + At) de la variable representada. Entonces, construiremosdmeeuronal en
forma de perceptrén multicapa get 1 entradas y una Unica salida que representara
la prediccion de la red. El conjunto de entrenamiento setngyesde forma anéaloga.
Supongamos que disponemos de una serie tempondl(@e>> p+ 1) términos a
partir de la cual deseamos entrenar la red neuronal. Erdppodemos generar un
conjunto de entrenamiento con Ibs— p+ 1 ejemplos obtenidos al dividir la serie
temporal en bloques de+ 2 valores consecutivos. Lgs+ 1 primeros corresponden
a las entradas de la red y el subsiguiente a la salida. Poidi§as, supongamos que
la serie temporal es tan simple como

1,2,3,4,5,6,7,8,9,8,7,6,5,4,3,2,1,2,3,4,5,6,7,8,9,8,7,6,5,4,3,2,1,... (5.2)

y que deseamos predecir el siguiente valor de la serie & gafds Ultimos 3 valores
(més de los necesarios). Entonces, los patrones de entegriamde la red neuronal
serian

X4 X2 X3 x4 X9 X6 X7 Xg X9
x 1 2 3 4 5 6 7 8 9
xx» 2 3 4 5 6 7 8 9 8
x» 3 4 5 6 7 8 9 8 7
t 4 5 6 7 8 9 8 7 6

y la arquitectura de la red vendria dada por la figura 5.3. #stede soluciones
requiere encontrar el nUmero 6ptimo de neuronas ocultasliyriansiéon del espacio
de entradas 6ptimo para la prediccidn del valor futuro. tErigormas de estimar
este Ultimo parametro que se conoce como dimension deliespmestados pero su
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Figura 5.4: Arquitectura unidireccional de alimentaci@tia adelante adaptada para
el tratamiento de la variable temporal para una dimensibegpecio de entrada igual
aa3.

descripcion queda fuera del alcance de este libro.

Esta forma de adaptar los perceptrones multicapa paradépi@n de series tempo-
rales es equivalente a un modelo de autorregresion no lilweaiderp, lo que quiere
decir que aproximamogt + At) mediante

X(t+ At) = Fra(X(t),X(t — At), ..., X(t — p- At). (5.3)

Decimos que es un modelo no lineal porque la funéiggaque computa la red neuro-
nal es no lineal (recordad la forma de las funciones de aifisg, y de autorregresion

porque la funciéon que nos permite obter@r+ At) a partir de los valores anteriores
de la serie se obtiene de la propia serie temporal.

La segunda alternativa, en algunos aspectos equivalergeantérior, consiste en
emplear las redes neuronales con retardo temp®oirale( Delay Neural Networks
TDNN en inglés). Consiste basicamente en dotar de memanipaal a la red neu-
ronal. Memoria de las entradas y de las activaciones quertuviugar en el pasado
reciente. Ello se consigue replicando las capas del petrepthaciendo que a cada
réplica le lleguen las entradas con diversos retardos. dgié@ncon el ejemplo unidi-
mensional de la serie anterior (figura 5.3) a la que, por fijaas, vamos a dotar de
una capa oculta de 7 neuronas.

Para dotar de retardo a esa red neuronal de 3-7-1 neuronas ggrarmitir que la acti-
vacion de la neurona de salida dependa, no sélo de la adtivaciual de las neuronas
de la capa oculta sino de sus cinco Ultimos valores de atiivaeara ello necesita-
mos replicar la capa oculta que teniamos inicialmente cwa&ites hasta tener cinco
capas ocultas de siete neuronas cada una. La neurona deestifich conectada com-
pletamente a cada una de las réplica totalizando 35 sindgsalmente, deseamos
gue las activaciones de las neuronas de la capa intermeuiadien de los Gltimos
cinco valores de entrada a la red. En ese caso, y puesto cqgradsrtinco réplicas
de la capa oculta necesitaremos nueve neuronas en la capgaltaade forma que
la arquitectura de la red neuronal quedaria descrita paguaafi5.3 (como en el caso
anterior, cada neurona de la capa de entrada representboudeda serie con retar-
dos crecientes). Téngase en cuenta que, en este ejemplaldoss del nimero de
réplicas son arbitrarios y no estan justificados por un sisglrevio del problema sino
escogidos para dar un ejemplo practico de TDNN. La cone€etil/es total entre cada
neurona de cada capa oculta y su campo receptivo en la capdrddsecompuesto
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Figura 5.5: Arquitectura resumida de una red TDNN (s6lo sestran los extremos
de los campos receptivos, es decir la primera y la Gltimaareuconectadas a la capa
oculta, y no todas las sinapsis por claridad).

por 5 neuronas.

5.3.1.

La superficie del Sol (lamada fotosfera) presenta halitaate regiones oscuras de-
bido a la presencia de altas concentraciones de campo n@giginimero y tamafio
de las regiones oscuras denominadas manchas solaresevésfand muy irregular a
corto plazo (del orden de meses) pero sigue ciclos de onaearios que se pasa por
una fase de minima actividad (con pocas manchas preseritesiugerficie) y otra de
méxima. El ejemplo que proponemos al lector es el de predieeirmero de manchas
solares para los meses posteriores a diciembre del afio querza el curso acadé-
mico a partir de los datos registrados desde 1749 que puedetear en la pagina
web de la asignatura como fichero de descM@INTHLY.PLT (ver figura 5.3.1.

5.3.2.

Si se examina el fichero de datos se comprueba que esta camgeeres columnas
gue contienen el afio, el mes y el nUmero promedio de manclkassacorrespon-
dientes. A pesar de ello, el problema abstracto consta meicte de una entrada y
una salida porque la coordenada temporal esta desgajada enldmnas. Una senci-
lla operacion aritmética= ao+ meg12 nos proporciona la entrada que necesitamos.
En lo referente a la normalizacién, volvemos a una situasidiiar a la de los casos
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Figura 5.6: Representacion grafica del registro mensualmngedmanchas solares.

anteriores: no es imprescindible pero si puede mejorasligente los resultados de la
red. Asi pues, podemos transformar la entrada para queste ajuntervalo [-0.5:0.5]
por ejemplo y el valor promedio mensual de las manchas sotatee Oy 1.

5.3.3.

En la presentacion del problema ya hemos introducido laampstecturas mas senci-
llas que podemos adoptar para resolver el problema: elpedcemulticapa clasico o
una TDNN (Time Delay Neural Network). El nimero de unidadesalida en ambos
casos es facilmente deducible: 1. El nimero de capas ogudtasdimensiones deben
ser obtenidas por tanteo comparando los errores obtemdmeda caso en el proceso
de validacion. De igual manera, lo que hemos denominadordiitie del espacio de
entrada, es decir, el nUmero de valores previos necesadcefectuar la prediccion
se determinara de forma aproximada probando diferentdgjaceciones empezan-
do por valores pequefios y aumentando hasta que la adiciGmegtlasineuronas a la
capa de entrada no produzca mejoras significativas en ehtmdo de la red. No es
necesario que se pruebe un nimero muy elevado de valoragraparar, podemos
empezar con dimensiones de entrada de 3, 6 y 12. Obtenerdiéeatgra de la red
de esta forma refleja la falta de una fundamentacion te6eda thetodologia en el
temario de la asignatura. De hecho, algo parecido a estarfiugntacion sélo empieza
a vislumbrarse en los ultimos afios en el campo de invesfigald! conexionismo y
por ello hemos preferido dejarla fuera de la materia de astud
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5.3.4.

En este ejercicio, proponemos el empleo de redes neurguelegpredecir el valor

de una magnitud (el promedio mensual de manchas solares deekes proximos) a
partir de un registro de los valores de esa magnitud durastaltimos siglos. Para

ello emplearemos un perceptrén multicapa simple y una TDMNgenaremos ambas
redes con los mismos conjuntos de entrenamiento/validéctprobacion (que ten-
dran que ser creados por el lector). Asimismo, comparares\eessultados de ambas
arquitecturas en términos de error absoluto tanto con guot;mde comprobacién

como con los datos de medias mensuales que vayan aparediarashde los meses
gue componen el segundo cuatrimestre y que se incorpordaapégina web de la

asignatura. Recomendamos que se representen graficaoeetedres absolutos y
relativos (ver seccién 5.2.4) para predicciones cada vezategadas del Gltimo dato
accesible para el entrenamiento (diciembre del afio de camigel curso) y que se
discuta la degradacion en la bondad de las predicciones.

5.4.

Lo que pretendemos al cerrar este bloque del Gltimo capéslmlver a la formula-
cion tedrica mostrada en los capitulos 1 y 2 para ilustrar euel fondo, todos los
ejemplos de tarea resolubles mediante un perceptrén apeticaen bajo una clase
habitualmente denominadaconocimiento de patrones que las distinciones entre
unas y otras se difuminan cuando formalizamos la tarea evirtés abstractos. Mate-
maticamente se trata de un Unico problema que consiste enizgtlos parametros
de unafuncion d&Ne enRMs (los pesos de las sinapsis) segun el valor de error elegido
para evaluar el rendimiento de la red neuronal. En el plastadio, el primer caso se
trataba de reconocer patrones y clasificarlos; en el segdedeconocer el patron de
funcionamiento de un sistema y reproducirlo; en el Gltinppeader el comportamien-
to de un sistema variable temporalmente, reconocer patdmeambio presentados a
la red y predecir de acuerdo con la experiencia pasada.

5.5.

Finalmente, proponemos al lector un Gltimo ejercicio panagu en practica los cono-
cimientos adquiridos en el area del agrupamiento en clRsea.ello, proponemos un
caso clasico en Inteligencia Artificial conocido como IE§ejemplo esta tomado del
almacén de ejemplos de la Universidad de Carnegie Mellomgiste en 150 casos
que representan caracteristicas de tres tipos de plaistaSada caso consta de 4 ca-
racteristicas de la planta (medidas de la anchura y lond#uds pétalos y sépalos) y
de una Ultima columna con la clase a la que pertenece. Hagb(pk)s de cada clase
y una de ellas es separable linealmente de las otras do®r&ice propuesto consis-
te en probar diferentes mapas autoorganizados con el sefsugerido (SOM_PAK)
y comprobar si la agrupacion generada se corresponde cofatss incluidas en el
fichero de casos que, de nuevo, esta disponible en la pagindenla asignatura. Re-
comendamos emplear umat para general un grafico que refaéseparticiones del
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mapa y vcal para identificar las particiones.
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Apéndice A

Teorema de convergencia de
perceptrones

La prueba de que un perceptrén es capaz de encontrar unlaipede separacién*
en un nimero finito de pasos de entrenamiento para conjuméagrhente separables
se basa en los siguientes conceptos:

1.

Para simplificar la demostracion vamos a normalizar lacs@h de forma que
[|@*]| = 1,0. Esta normalizacion no hace que la demostracion pierdz gléshad
puesto queY* y \%* || representan el mismo hiperplano de separacion. Ademas,
vamos también a normalizar los vectores de entrenamiénitale forma que
[IX[n]|| = 1 para toda. Esto Gltimo puede parecer extrafio pero tampoco resta
generalidad a la demostracion ya que partimos de un conjientatos separa-
bleslinealmentey hace extraordinariamente mas sencillos los pasos quersigu
a continuacion. En cualquier caso, el lector puede intelgarostrar el teorema

sin estos requisitos de normalizacion.

Definamox como el valor absoluto del minimo de los produdtos- X[n]| y 6
como un valor arbitrario comprendido entre @y

La demostracion implica la definicion de una funcion quaéeno cerca que esta
una iteraciorid' de la soluciorw*. Emplearemos como funcién

= —cos (A.1)

dondethetaes el angulo entre la soluci@ y la tau-ésima iteracio'. Asi
pues, G es menor o igual a 1.

Tras cada actualizacién del vector de pesos debida a tor ¥enal clasificado,
la funcion G se incrementa en una cantidad no desprecidbienterador pasa
a valer

O = (XD =D AHRD DD+ (A.2)

Si inicializamos el vector a ceré¥ = 0) tendremos que trgsiteracionesoP -
W >p-d
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Teorema de convergencia de perceptrones

5. Por su parte, el denominador pasara a valer

I = 6 +% = @2+ (s 2w x< J@RIL (A

de forma que, trap actualizaciones tendrem@er|| < /p.

Resumiendo, trag iteraciones la funcion G cumple las siguientes desigualda-
des
P -

1>G _
[|®

de donde tenemos que el nUmero de iteraciones esta acotpdopse 5—12, o}
lo que es lo mismo, el algoritmo de aprendizaje alcanza la@et 1 en un
namero finito de pasos.
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